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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

 
  Στερεοχηµεία καλείται ο κλάδος της Χηµείας, που ασχολείται µε τη δοµή των µορίων 

στον τρισδιάστατο χώρο. Τοπολογία καλείται ο κλάδος των Μαθηµατικών, ο οποίος 

ασχολείται µε τις ιδιότητες των γεωµετρικών αντικειµένων, που µένουν αµετάβλητες 

κάτω από συνεχείς µετασχηµατισµούς. Η Θεωρία Κόµβων είναι ένας κλάδος της 

Τοπολογίας, που µελετά κόµβους και κρίκους ως προς συνεχείς µετασχηµατισµούς στο 

χώρο. Ξεκίνησε το 1880 από τον William Thomson (Λόρδος Kelvin), συνεχίστηκε από 

τον φυσικό Tait και µέχρι σήµερα το βασικότερο πρόβληµα στη Θεωρία Κόµβων είναι η 

ταξινόµηση των κόµβων µέσω ισοτοπίας. 

 

  Για ένα συγκεκριµένο µόριο οι χηµικοί ενδιαφέρονται για την εύρεση άλλων µορίων, τα 

οποία έχουν τον ίδιο µοριακό τύπο αλλά διαφορετικό χηµικό τύπο. Τέτοια µόρια 

καλούνται ισοµερή του αρχικού και υπάρχουν τρεις κατηγορίες ισοµερών: Τα δοµικά 

ισοµερή από την πλευρά της Χηµείας, τα γεωµετρικά ισοµερή από την πλευρά της 

Γεωµετρίας και τα τοπολογικά ισοµερή από την πλευρά της Τοπολογίας. Μία 

αξιοσηµείωτη περίπτωση στερεοϊσοµερών µπορεί να προκύψει από ένα ζευγάρι 

εµφυτευµένων γραφηµάτων, τα οποία αποτελούν το ένα κατοπτρική εικόνα του άλλου. 

Ένα µόριο, το οποίο είναι ισοτοπικό µε την κατοπτρική του εικόνα καλείται αµφίχειρο, 

ενώ σε αντίθετη περίπτωση µη αµφίχειρο. Ένα ζεύγος µη αµφίχειρων µορίων, που το ένα 

αποτελεί κατοπτρική εικόνα του άλλου καλούνται εναντιοµερή. Την ιδέα της µοριακή 

αµφιχειρίας εισήγαγε πρώτος ο Pasteur (1848), παρατηρώντας ότι οι κατοπτρικές εικόνες 

των κρυστάλλων ταρταρικού οξέως, έστρεφαν το πολωµένο φως προς διαφορετικές 

διευθύνσεις. 

 

  Μέχρι το 1960, η ανάλυση των τοπολογικών ιδιοτήτων των ήδη γνωστών µοριακών 

δοµών στηριζόταν στην ανάλυση των γεωµετρικών ιδιοτήτων των δοµών αυτών, καθώς 

κάθε γνωστή δοµή µπορούσε να παρασταθεί στο επίπεδο. Πρόσφατα όµως, κόµβοι, 

κρίκοι και άλλα πολύπλοκα µόρια συντέθηκαν και η δοµή και οι ιδιότητές τους 

προέρχονταν τόσο από την τοπολογία τους, όσο και από τη γεωµετρία τους. Το κίνητρο 

για τους χηµικούς στο να συνθέσουν τέτοιες τοπολογικά ενδιαφέρουσες δοµές έγκειται 

στην επιθυµία τους να συνθέσουν νέα είδη µορίων, τα οποία ενδεχοµένως να έχουν και 

ασυνήθιστες ιδιότητες. Τέτοιες ασυνήθιστες δοµές συναντώνται στη φύση, για 

παράδειγµα στις πρωτεΐνες (1994) και στα µόρια DNA (1967). 

 

  Τα εναντιοµερή είναι ιδιαίτερα σηµαντικά για τη Χηµεία, εφόσον διαφορετικά 

εναντιοµερή µη αµφίχειρων µορίων συχνά έχουν διαφορετικές φυσικές ιδιότητες. Όταν 

έχουµε µόρια που το γράφηµά τους αντιστοιχεί σε έναν κόµβο (ή σε έναν κρίκο), 

γνωρίζοντας ότι ο κόµβος (ή ο κρίκος) αυτός είναι τοπολογικά µη αµφίχειρας, έπεται ότι 

και το χηµικό του γράφηµα είναι τοπολογικά µη αµφίχειρο. Επειδή η σύνθεση χηµικών 

µορίων είναι χρονοβόρα και δαπανηρή διαδικασία και επειδή µοριακοί κόµβοι και κρίκοι 

µπορούν πλέον να συντεθούν, είναι σηµαντικό κάθε φορά να είµαστε σε θέση να 

αποφασίζουµε εάν τα παραπάνω είναι αµφίχειρα ή όχι. 
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Στη παρούσα εργασία λοιπόν, θα αναπτύξουµε τοπολογικές τεχνικές, που βοηθούν 

στον εντοπισµό της αµφιχειρίας µοριακών γραφηµάτων. Στο Κεφάλαιο 1 γίνεται µία 

εισαγωγή στην Θεωρία Κόµβων και στη Θεωρία Γραφηµάτων, καθώς και µία 

σύνδεση αυτών µε την Χηµεία. Στο Κεφάλαιο 2 αναπτύσσουµε τοπολογικές 

αναλλοίωτες κόµβων και γραφηµάτων, που βοηθούν στον εντοπισµό της αµφιχειρίας 

ενός µοριακού γραφήµατος, όπως: τα πολυώνυµα κόµβων, οι ορίζουσες και οι 

υπογραφές κόµβων, ο αριθµός συνέλιξης, καθώς και αναλλοίωτα σύνολα 

γραφηµάτων. Στο Κεφάλαιο 3 αναπτύσσουµε συγκεκριµένα τοπολογικά 

αποτελέσµατα για την αµφιχειρία των µοριακών σκαλών Moebius και συγγενικών 

µορίων. Συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε το θεώρηµα του Simon, ότι δηλαδή 

εµφυτευµένα γραφήµατα που αντιπροσωπεύουν κανονικές µοριακές σκάλες Moebius 

µε τρεις ή και περισσότερες συνδέσεις δεν είναι τοπολογικώς αµφίχειρα και άρα ούτε 

και χηµικώς και αποδεικνύουµε το θεώρηµα της Flapan, ότι δηλαδή κάθε εµφύτευση 

σκάλας Moebius µε περιττό αριθµό συνδέσεων είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρη, 

ανεξάρτητα αν περιέχει κόµβους ή όχι. Στο Κεφάλαιο 4 αναλύουµε διαφορετικά είδη 

αµφιχειρίας, όπως τα γεωµετρικά και τοπολογικά ελαστικά γάντια. Τέλος, στο 

Κεφάλαιο 5 αναφερόµαστε στη τοπολογία του DNA, καθώς και σε τεχνικές για τον 

εντοπισµό της ιδιότητας της αµφιχειρίας σε µόρια DNA. 

 

 

   Θα ήθελα να ευχαριστήσω τη κυρία Σοφία Λαµπροπούλου, Αναπληρώτρια 

Καθηγήτρια Ε.Μ.Π., για τον πολύτιµο χρόνο που µου αφιέρωσε. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
 

 

  Στο κεφάλαιο που ακολουθεί θα αναπτύξουµε όλους τους όρους και τα µαθηµατικά 

εργαλεία από τη θεωρία κόµβων και τη θεωρία γραφηµάτων που προαπαιτούνται για την 

παρούσα εργασία. 

 

 

1.1 KOMBOI 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.1.  Έστω 3,A B ⊆ ℝ  και :f A B→  συνάρτηση. Ο f  καλείται 

οµοιοµορφισµός αν είναι ένα προς ένα, συνεχής και έχει συνεχή αντίστροφη εικόνα. Τα 

σύνολα Α και Β καλούνται τότε οµοιοµορφικά. 

 

  Αν 3,A B ⊆ ℝ  και υπάρχει οµοιοµορφισµός 3 3 : h →ℝ ℝ  τέτοιος ώστε ( )h A B= , τότε 

γράφουµε ( ) ( )3 3

1 2 : , ,h G G→ℝ ℝ  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.2.  Έστω G  υποσύνολο του 3
ℝ . Μία εµφύτευση (embedding) του G  είναι 

η εικόνα ενός οµοιοµορφισµού : 'h G G→ , όπου G′  είναι επίσης υποσύνολο του  3
ℝ . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.3.  Ένας κόµβος Κ είναι µια εµφύτευση του κύκλου 1S  στον χώρο 3
ℝ  ή 

στην σφαίρα 3S . Ένας κρίκος L είναι µια εµφύτευση από n  αντίγραφα του 1S  στον 

χώρο 3
ℝ  ή στην σφαίρα 3S . 

 

  Με τον όρο «κόµβος» θα εννοούµε κόµβους και κρίκους εκτός αν δηλώνεται 

διαφορετικά. Το γεγονός ότι ένας κόµβος είναι εικόνα οµοιοµορφισµού του κύκλου, 

σηµαίνει ότι δεν επιτρέπονται αυτοτοµές. 

 

 
 

Σχήµα 1.1  Παραδείγµατα κόµβων 

 

 

 
 

Σχήµα 1.2  Παραδείγµατα κρίκων 
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  ∆ύο κόµβοι 1 2,K K  θα θεωρούνται ίδιοι, αν µπορεί να προκύψει ο ένας από τον άλλο µε 

συνεχή παραµόρφωση στο χώρο. Τέτοιοι κόµβοι καλούνται ισοτοπικοί. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.4.  ∆ύο κόµβοι 1 2,K K  θα ονοµάζονται ισοτοπικοί, αν υπάρχει 

οµοιοµορφισµός ζευγών ( ) ( )3 3

1 2 : , ,h S K S K→ . Συµβολικά γράφουµε 1 2K K∼ . 

 

 Η έννοια της ισοτοπίας είναι σηµαντική, καθώς είναι η σχέση ισοδυναµίας που 

χρειαζόµαστε στους κόµβους, εφ’ όσον δύο κόµβοι είναι πάντοτε οµοιοµορφικοί, ενώ όχι 

αναγκαστικά ισοτοπικοί. Μία ισοτοπία κόµβων παράγεται από τριγωνικές κινήσεις-∆ 

στο χώρο (βλέπε Σχήµα 1.13). Το 1927 ο Kurt Reidemeister (1893-1971) απέδειξε ότι 

δύο διαφορετικά διαγράµµατα του ίδιου κόµβου µπορούν να συσχετισθούν µε µία σειρά 

από κινήσεις, γνωστές ως κινήσεις Reidemeister, µαζί µε ισοτοπία επιπέδου (βλέπε 

Σχήµα 1.4) δείχνοντας ότι κάθε δυνατή κίνηση-∆ παράγεται από τέτοιες κινήσεις. Την 

ίδια περίοδο και δουλεύοντας ανεξάρτητα από τον Reidemeister, οι J.W. Alexander και 

G. B. Briggs κατέληξαν στο ίδιο συµπέρασµα. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.5. (Reidemeister; 1927)  ∆ύο κόµβοι 1 2,K K  είναι ισοτοπικοί αν και µόνο 

αν οποιαδήποτε δύο διαγράµµατά τους ( ) ( )1 2,D K D K  διαφέρουν κατά πεπερασµένο 

πλήθος κινήσεων Reidemeister και ισοτοπιών επιπέδου.  

 

 
 

Σχήµα 1.3  Οι κινήσεις Reidemeister 

 

 

  Αν και οι παραπάνω κινήσεις αλλάζουν την προβολή του κόµβου, δεν αλλάζουν τον 

κόµβο που αντιπροσωπεύεται από την προβολή. Κάθε µία από τις τρεις αυτές κινήσεις 

αντιστοιχεί σε ισοτοπία στο χώρο. 

  Παρακάτω παρουσιάζονται οι κινήσεις ισοτοπίας επιπέδου. 
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Σχήµα 1.4  Κινήσεις ισοτοπίας επιπέδου 

 

 

 
 

Σχήµα 1.5  Ισοτοπικοί κόµβοι  

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.6.  Η κατοπτρική εικόνα (mirror image) K ∗  ενός κόµβου K  προκύπτει µε 

αλλαγή όλων των διασταυρώσεων σε ένα διάγραµµά του. Ένας κόµβος που είναι 

ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα καλείται τοπολογικώς αµφίχειρας (achiral). 

 

Στο Σχήµα 1.6 δείχνουµε ότι ο κόµβος figure 8 είναι αµφίχειρας, ενώ στο Σχήµα 1.7 

δίνουµε τον αριστερόστροφο και δεξιόστροφο κόµβο trefoil, που είναι παράδειγµα µη 

αµφίχειρων κόµβων, όπως αποδεικνύουµε στα παρακάτω. 

 

 
 

Σχήµα 1.6  Ο κόµβος figure 8 είναι αµφίχειρας 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.7  Ο κόµβος trefoil είναι µη αµφίχειρας 

 

 

  Ακολουθούν έννοιες που θα µας οδηγήσουν σε ισοδύναµους (και ίσως πιο 

«λειτουργικούς») ορισµούς της τοπολογικής αµφιχειρίας. 
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  Ένα σηµαντικό αποτέλεσµα της τοπολογίας, που οφείλεται στον Alexander (1930) είναι 

ότι κάθε οµοιοµορφισµός 3 3:h →ℝ ℝ  ή 3 3:h S S→  είναι ισοτοπικός είτε µε την 

ταυτοτική απεικόνιση είτε µε την κατοπτρική απεικόνιση, αλλά όχι και µε τις δύο. Αν ο 

h  είναι ισοτοπικός µε την ταυτοτική απεικόνιση, τότε λέµε ότι ο h διατηρεί τον 

προσανατολισµό του χώρου (orientation preserving), ενώ αν ο h  είναι ισοτοπικός µε την 

κατοπτρική απεικόνιση, τότε λέµε ότι ο h αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου 

(orientation reversing). 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1.7.  Ένας οµοιοµορφισµός που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του 

χώρου απεικονίζει ένα κόµβο στην κατοπτρική του εικόνα, ενώ ένας οµοιοµορφισµός 

που διατηρεί τον προσανατολισµό του χώρου απεικονίζει έναν κόµβο στον εαυτό του ή 

σε ισοτοπικό του. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.8.  Ένας κόµβος K  είναι τοπολογικώς αµφίχειρας όταν υπάρχει ένας 

οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3 : , ,h K K→ℝ ℝ  που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του 

χώρου. Ισοδύναµα, όταν υπάρχει οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3 : , ,g K K ∗→ℝ ℝ  που διατηρεί 

τον προσανατολισµό του χώρου. Όταν δεν υπάρχει τέτοιος οµοιοµορφισµός λέµε ότι ο 

κόµβος K  είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρας. 

 

  Ένας κρίκος λέγεται προσανατολισµένος όταν επιλέγεται ένας προσανατολισµός για 

κάθε συνιστώσα του. Τα παραπάνω περί ισοτοπίας ισχύουν και για προσανατολισµένους 

κρίκους, όπου στις κινήσεις ισοτοπίας εννοούνται όλοι οι πιθανοί προσανατολισµοί. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.9.  Ένας προσανατολισµένος κρίκος L  καλείται αµφίχειρας όταν είναι 

ισοτοπικός µε τον όµοια προσανατολισµένο κατοπτρικό του, ενώ ένας κρίκος καλείται  

αντιστρέψιµος (invertible) αν υπάρχει ισοτοπία που απεικονίζει τον L  στον εαυτό του, µε 

αντίθετο όµως προσανατολισµό. 

 

  Για παράδειγµα ο κόµβος trefoil είναι αντιστρέψιµος και µη αµφίχειρας, ενώ ο κόµβος 

178  είναι αµφίχειρας, αλλά δεν είναι αντιστρέψιµος. 

 

  Ως προς την αµφιχειρία προσανατολισµένων ή µη κρίκων έχουµε τα παρακάτω: 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.10.  Έστω L  κρίκος και έστω L′  µία επιλογή προσανατολισµού του L . 

Τότε:  L L L L∗ ∗′ ′′⇒∼ ∼ , για κάποιο προσανατολισµό L′′  του L . Ισοδύναµα, αν L′  µη 

ισοτοπικός µε τον  L ∗′′  για κάθε επιλογή προσανατολισµού L′′  του L , τότε και ο µη 

προσανατολισµένος κρίκος L  δεν είναι ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα L∗ . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Έστω L′  µη ισοτοπικός µε τον  L ∗′′  για κάθε δυνατές επιλογές 

προσανατολισµού. Όµως, L L∗
∼ , άρα υπάρχει πεπερασµένη ακολουθία κινήσεων 

Reidemeister από τον κρίκο L  στον L∗  και επιλέγοντας προσανατολισµό για τον L , 

έστω τον L′ , θα καταλήξουµε στον L∗  µε κάποιον (άλλο πιθανώς) προσανατολισµό 
 L ∗′′ , δηλαδή  L L ∗′ ′′∼ , άτοπο.                                                                                            

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.11.  Αν υπάρχουν προσανατολισµοί ,L L′ ′′  του κρίκου L  τέτοιοι ώστε 
 L L L L∗ ∗′ ′′ ⇒∼ ∼ . Ισοδύναµα, αν L  µη ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα L∗ , 

τότε για κάθε δυνατή επιλογή προσανατολισµών ,L L′ ′′  θα είναι και ο L′  µη ισοτοπικός 
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µε τον  L ∗′′ . Συγκεκριµένα, για L L′ ′′=  αν L  µη ισοτοπικός µε την κατοπτρική του 

εικόνα L∗ , τότε και ο L′  θα είναι µη ισοτοπικός µε τον  L ∗′ . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Εφόσον  L L ∗′ ′′∼ , θα υπάρχει µία πεπερασµένη ακολουθία 

προσανατολισµένων κινήσεων Reidemeister από τον κρίκο L′  στον  L ∗′′ . Τότε, 

ξεχνώντας τον προσανατολισµό, η ίδια ακολουθία κινήσεων είναι µία ισοτοπία από τον 

κρίκο L  στον κατοπτρικό του L∗ .                                                                                       

 

 

1.2 ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 
 

  Πολλά θεωρητικά αντικείµενα της θεωρίας γραφηµάτων αντικατοπτρίζουν εφαρµογές, 

γι’ αυτό κάποιοι συµβολισµοί ή ακόµα και ορισµοί δεν είναι καθιερωµένοι. Εδώ, θα 

χρησιµοποιήσουµε τις έννοιες που χρησιµοποιούνται για την περιγραφή µοριακών δοµών 

στη χηµεία αλλά και για την θεωρητική προσέγγιση της θεωρίας γραφηµάτων. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.12.  Ένα γράφηµα G είναι µία δυάδα από σύνολα E  και V  (συµβολικά 

( ),G E V= ), όπου το σύνολο V  είναι το σύνολο κορυφών του γραφήµατος και E  το 

σύνολο των πλευρών του γραφήµατος. Κάθε πλευρά e  του γραφήµατος ( )e E∈  συνδέει 

δύο κορυφές 1 2,v v  του συνόλου V  και συµβολίζεται ως ( )1 2,e v v= . 

 

 
 

Σχήµα 1.8  Τρία διαφορετικά γραφήµατα 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.13.  Ένα γράφηµα καλείται κατευθυνόµενο όταν κάθε πλευρά του 

σχετίζεται µε ένα διατεταγµένο σύνολο κορυφών 1 2,v v . Ήτοι η πλευρά ( )1 2,e v v=  

συµβολίζει µία ακµή από την κορυφή 1v  στην κορυφή 2v , ενώ η πλευρά ( )2 1,e v v=  

συµβολίζει µία πλευρά από την κορυφή 2v  στην κορυφή 1v . 

 

  Εκτός αν αναφέρεται το αντίθετο, σε ένα γράφηµα ( ),G E V=  τα σύνολα  E  και V  

θεωρούνται πεπερασµένα και διάφορα του κενού. Μία πλευρά  ( )1 2,e v v=  ενός 

γραφήµατος G λέγεται ότι εφάπτεται των κορυφών 1v , 2v  και οι κορυφές αυτές 

καλούνται γειτονικές (adjacent). Ο ορισµός του γραφήµατος επιτρέπει την ύπαρξη 

διαφορετικών πλευρών που να συνδέουν το ίδιο ζεύγος κορυφών. Τέτοιες πλευρές 

καλούνται παράλληλες. Επίσης, επιτρέπει την ύπαρξη πλευρών της µορφής 

( )1 1,e v v= , οι οποίες καλούνται βρόγχοι (loops). 
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  Στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούµε µε απλά γραφήµατα, δηλαδή γραφήµατα 

που δεν έχουν βρόχους και παράλληλες πλευρές. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.14.  Ένα γράφηµα G καλείται πλήρες (complete) µε n  κορυφές και 

συµβολίζεται µε nK , εάν είναι απλό µε n  κορυφές και για κάθε ζευγάρι κορυφών 

,i jv v V∈  υπάρχει µία πλευρά στο σύνολο E  ( ),i je v v= . Ένα πλήρες γράφηµα µε n  

κορυφές θα αποτελείται εποµένως από ( )2

n  πλευρές. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.15.  Καλούµε βαθµό µιας κορυφής ενός γραφήµατος, το πλήθος των 

πλευρών που προσπίπτουν στην κορυφή αυτή. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.16.  Έστω ένα γράφηµα ( ),G E V= . Το γράφηµα ( )' ', 'G E V=  

καλείται υπογράφηµα (subgraph) του G, εάν 'V V⊆ και 'E E⊆  τέτοια ώστε 

' ',e E∀ ∈  η 'e  προσπίπτει σε δύο κορυφές, οι οποίες να ανήκουν στο '.V  

 

  Ορίζουµε τώρα  την έννοια της κατοπτρικής εικόνας και την ιδιότητα της  αµφιχειρίας 

που είναι και τα περισσότερο χρήσιµα εργαλεία για τα επόµενα κεφάλαια. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.17.  Κατοπτρική εικόνα G∗  ενός γραφήµατος G  καλείται το γράφηµα 

εκείνο που προκύπτει από την συµµετρική απεικόνιση του γραφήµατος G  ως προς ένα 

επίπεδο. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.18.  Αυτοµορφισµός ενός γραφήµατος G  καλείται µία ένα προς ένα και 

επί συνάρτηση του G  στον εαυτό του, η οποία απεικονίζει γειτονικές κορυφές σε 

γειτονικές κορυφές και αντίστοιχα µη γειτονικές κορυφές σε µη γειτονικές κορυφές. 

 

  Έστω η σκάλα Moebius µε τρεις συνδέσεις 3M  µε αριθµηµένες τις κορυφές. 

 

 
 

Σχήµα 1.9  Σκάλα Moebius µε τρεις συνδέσεις 

 

 

Η αντιµετάθεση της κορυφής 2 και της κορυφής 6, όπως και της κορυφής 5 µε τη 

κορυφή 3 αποτελεί αυτοµορφισµό του γραφήµατος, ενώ η αντιµετάθεση των 

κορυφών 2 και 5 όχι, καθώς η κορυφή 2 είναι γειτονική της κορυφής 3, ενώ η 5 όχι. 

 

  Αν θεωρήσουµε ένα γράφηµα G  ως υποσύνολο του 3
ℝ  (και όχι ως «αφηρηµένο» 

γράφηµα), τότε µπορούµε να µιλάµε για εµφύτευση γραφήµατος αλλά και για 

«µετασχηµατισµό» του γραφήµατος στο χώρο, δηλαδή για ισοτοπία γραφηµάτων. Από 

τον Ορισµό 1.2 έχουµε ότι µία εµφύτευση ενός γραφήµατος G  είναι η εικόνα ενός 

οµοιοµορφισµού : 'h G G→ , όπου G′  είναι επίσης υποσύνολο του 3
ℝ . Ένα γράφηµα 

µπορεί να έχει πολλές εµφυτεύσεις. Ένα αφηρηµένο γράφηµα θεωρείται ανεξάρτητο από 
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κάθε οποιαδήποτε συγκεκριµένη εµφύτευσή του στο χώρο. Παρακάτω παρουσιάζονται 

δύο διαφορετικές εµφυτεύσεις του 6K . 

 

 
 

Σχήµα 1.10  ∆ύο διαφορετικές εµφυτεύσεις του 6K  

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.19.  Ένα γράφηµα G  ονοµάζεται επίπεδο όταν µπορεί να εµφυτευτεί στο 

επίπεδο έτσι ώστε οι πλευρές του να µην τέµνονται. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.20. (Kuratowski: 1930)  Ένα γράφηµα G  είναι επίπεδο αν και µόνο αν 

δεν έχει σαν υπογραφήµατα το γράφηµα 3,3K  και το γράφηµα 5K . 

 

 
 

Σχήµα 1.11  Τα γραφήµατα 5K  και 3,3K  

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.21.  Έστω γραφήµατα 3

1 2,G G ⊆ ℝ . Τα 1 2,G G  καλούνται τοπολογικώς 

ισοτοπικά όταν υπάρχει οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3

1 2  : , ,h G G→ℝ ℝ , δηλαδή 3 3:h →ℝ ℝ  

µε ( )1 2 Gh G= , τέτοιος ώστε να απεικονίζει κορυφές σε κορυφές και πλευρές σε 

πλευρές. Ένας τέτοιος  οµοιοµορφισµός καλείται ισοτοπία. 

 

  Η τοπολογική ισοτοπία γραφήµατος λοιπόν είναι µια συνεχής παραµόρφωση του 

γραφήµατος στο χώρο. ∆ύο διαφορετικές εµφυτεύσεις ενός γραφήµατος G  µπορεί να 

µην είναι ισοτοπικές και να είναι απλώς οµοιοµορφικές. .  Αν τα σύνολα A  και B  είναι 

ισοτοπικά στον 3
ℝ  τότε είναι και οµοιοµορφικά, καθώς η ( ) ( )3 3 : , ,h A B→ℝ ℝ  είναι 

οµοιοµορφισµός που µεταφέρει το A  στο B . Από την άλλη µεριά όµως, αν A  και B  

οµοιοµορφικά υποσύνολα του 3
ℝ , τότε αυτά δεν είναι απαραιτήτως ισοτοπικά. Για 

παράδειγµα, υπάρχει οµοιοµορφισµός από τον µοναδιαίο κύκλο 

( ){ }1 2 2 2, / 1S x y x y= ∈ + =ℝ  στον κόµβο trefoil, αλλά αυτοί δεν είναι ισοτοπικοί. 
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  Αξίζει να σηµειωθεί ότι η υπόθεση ( )h G G=  δεν σηµαίνει ότι κάθε σηµείο του 

γραφήµατος G  µένει αµετάβλητο µέσω του h . Σηµειώνεται ότι όταν οι κορυφές του 

γραφήµατος έχουν βαθµό τουλάχιστον ίσο µε τρία, τότε η υπόθεσή µας «αναγκάζει» τον 

h να απεικονίζει πλευρές σε πλευρές και κορυφές σε κορυφές. Πολλά όµως γραφήµατα 

που θα µας απασχολήσουν παρακάτω, έχουν κορυφές βαθµού δύο και για αυτό 

απαιτούµε ο h να απεικονίζει κορυφές σε κορυφές και πλευρές σε πλευρές. 

 

  Ο Kauffman (1989) απέδειξε ότι η ισοτοπία γραφηµάτων παράγεται από τις κινήσεις 

που φαίνονται στο Σχήµα 1.12, δείχνοντας ότι οι κινήσεις αυτές παράγουν συνδυαστική 

ισοτοπία µέσω κινήσεων-∆, στις οποίες κάποιες κορυφές του τριγώνου µπορεί να είναι 

κορυφές του γραφήµατος (Σχήµα 1.13). 

 

 
 

Σχήµα 1.12  Οι κινήσεις Reidemeister για γραφήµατα 

 

 
 

Σχήµα 1.13  Συνδυαστική ισοτοπία 

 

 

  Γενικεύοντας το Θεώρηµα 1.5 (Θ. Reidemeister) για γραφήµατα συµπεραίνουµε ότι δύο 

εµφυτευµένα γραφήµατα είναι τοπολογικώς ισοτοπικά αν και µόνο αν διαφέρουν κατά 

πεπερασµένο πλήθος κινήσεων του Σχήµατος 1.12. 
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Σχήµα 1.14  Οι γενικευµένες κινήσεις Reidemeister παράγουν συνδυαστική ισοτοπία 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.22.  Ένα γράφηµα G  εµφυτευµένο στον 3
ℝ  είναι τοπολογικώς αµφίχειρο 

αν το G  είναι ισοτοπικό µε την κατοπτρική του εικόνα. ∆ιαφορετικά είναι τοπολογικώς 

µη αµφίχειρο. 

 

 
 

Σχήµα 1.15  Μετασχηµατισµός του 2M  στη κατοπτρική του εικόνα 

 

 

  Ένα γράφηµα G  είναι τοπολογικώς αµφίχειρο όταν υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός 

( ) ( )3 3 : , ,h G G→ℝ ℝ  που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου. Ισοδύναµα, 

όταν υπάρχει ( ) ( )3 3: , ,g G G∗→ℝ ℝ  που διατηρεί τον προσανατολισµό του χώρου. 

Όταν δεν υπάρχει τέτοιος οµοιοµορφισµός λέµε ότι το γράφηµα G  είναι τοπολογικώς µη 

αµφίχειρο. 

 

  Μία άλλη κατηγορία γραφηµάτων µε την οποία θα ασχοληθούµε είναι τα γραφήµατα 

άκαµπτων κορυφών (rigid vertex graphs). Ένα γράφηµα άκαµπτων κορυφών είναι τέτοιο 

ώστε όλες οι κορυφές έχουν αντικατασταθεί από δίσκους, και οι πλευρές που 

προσπίπτουν στις κορυφές είναι κολληµένες στο σύνορο των δίσκων αυτών. 

Παραδείγµατα γραφηµάτων άκαµπτων κορυφών παρουσιάζονται στο Σχήµα 1.17. Η 

ισοτοπία εδώ παράγεται από τις τέσσερις πρώτες κινήσεις του Σχήµατος 1.12 και από 

την κίνηση που φαίνεται παρακάτω. 
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Σχήµα 1.16  Κίνηση ισοτοπίας για γραφήµατα άκαµπτων κορυφών 

 

 

Η διάταξη των πλευρών στο σύνορο ενός δίσκου είναι καθορισµένη και έχει σηµασία, 

καθώς, κατά µία κίνηση ισοτοπίας κάθε πλευρά µένει προσκολληµένη στο σύνορο του 

δίσκου και άρα δεν µεταβάλλεται η διάταξή τους. ∆ύο γραφήµατα µπορεί να είναι 

ισοτοπικά σαν απλά γραφήµατα (τοπολογική ισοτοπία), αλλά όχι σαν γραφήµατα 

άκαµπτων κορυφών (ισοτοπία άκαµπτων κορυφών). Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τα 

γραφήµατα άκαµπτων κορυφών του Σχήµατος 1.17. 

 

 
 

Σχήµα 1.17  Μη ισοτοπικά εµφυτευµένα γραφήµατα άκαµπτων κορυφών 

 

 

Αν τα γραφήµατα αυτά ήταν απλά γραφήµατα, δηλαδή αν θεωρούσαµε τους δίσκους ως 

κορυφές, τότε θα ήταν ισοτοπικά. Η ισοτοπία όµως θα αλλάξει τη διάταξη των πλευρών 

που προσπίπτουν σε µία κορυφή, και άρα ως γραφήµατα άκαµπτων κορυφών, δεν είναι 

ισοτοπικά. Ένα γράφηµα άκαµπτων κορυφών εµφυτευµένο στον 3
ℝ  είναι αµφίχειρο 

όταν το γράφηµα είναι ισοτοπικό µε την κατοπτρική του εικόνα. Πιο συγκεκριµένα, αν 

G  ένα αµφίχειρο γράφηµα άκαµπτων κορυφών, τότε η ισοτοπία του G  στην κατοπτρική 

του εικόνα πρέπει να διατηρεί την διάταξη των πλευρών στο σύνορο κάθε δίσκου. Ένα 

άλλο παράδειγµα αναλύεται παρακάτω (βλέπε Σχήµα 1.18). 

 

 

1.3 KOMBOI ΚΑΙ ΧΗΜΕΙΑ 
 

Συνδέουµε τώρα τις παραπάνω έννοιες µε την χηµεία και συγκεκριµένα µε τη δοµή των 

µορίων στο χώρο. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.23.  Μοριακό γράφηµα (molecular bond graph) καλείται η 

αναπαράσταση ενός µορίου από ένα απλό γράφηµα εµφυτευµένο στον 3
ℝ , έτσι ώστε 

οι κορυφές του γραφήµατος να αντιπροσωπεύουν άτοµα και οι πλευρές χηµικούς 

δεσµούς. 

 

  Καλούµε κατοπτρική εικόνα ενός µορίου, το µόριο µε γράφηµα την κατοπτρική εικόνα 

του πρώτου. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.24.  Ένα µόριο καλείται χηµικώς αµφίχειρο όταν είναι τοπολογικώς 

αµφίχειρο και επιπλέον είναι εφικτός ο µετασχηµατισµός του στην χηµική κατοπτρική 

του εικόνα στο εργαστήριο. 

 

  Εάν ένα µόριο µπορεί να µετασχηµατιστεί στη κατοπτρική του εικόνα, τότε ο 

µετασχηµατισµός αυτός συµφωνεί µε τον µετασχηµατισµό του γραφήµατος στην 

κατοπτρική του εικόνα. Ειδικότερα, δεν επιτρέπουµε αυτοτοµές στις πλευρές ενός 

γραφήµατος όταν συµβαίνει ένας µετασχηµατισµός (ισοτοπία) και ανάλογα, οι δεσµοί 

ενός µορίου δεν συναντώνται ποτέ σε θερµοκρασία δωµατίου αν και είναι ελαστικοί και 

αν και µπορούν να περιστρέφονται. Άρα: 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1.25.   Αν ένα γράφηµα είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρο, τότε το µόριο, 

το οποίο το γράφηµα αντιπροσωπεύει, είναι απαραιτήτως χηµικώς µη αµφίχειρο. Όταν 

όµως ένα µοριακό γράφηµα είναι τοπολογικώς αµφίχειρο, τότε δεν µπορούµε να 

αποφανθούµε εάν είναι χηµικώς αµφίχειρο. 

 

  Όπως θα δούµε και παρακάτω, η έννοια των αµφίχειρων µορίων είναι σηµαντικότατη 

για την στερεοχηµεία, τον κλάδο δηλαδή της χηµείας που ασχολείται µε την δοµή των 

µορίων στο χώρο. ∆ύο µη αµφίχειρα µόρια, που το ένα αποτελεί κατοπτρική εικόνα του 

άλλου, καλούνται εναντιοµερή και έχουν διαφορετικές ιδιότητες. 

 

  Για να κατανοήσουµε τη διαφορά ανάµεσα στην τοπολογική αµφιχειρία, την αµφιχειρία 

άκαµπτων κορυφών και την µοριακή αµφιχειρία, ας δούµε ένα παράδειγµα. Το γράφηµα 

του Σχήµατος 1.18, εάν θεωρηθεί ως απλό γράφηµα, είναι πολύ εύκολο να δούµε ότι 

είναι αµφίχειρο και αν αυτό ήταν ένα µοριακό γράφηµα µε την κορυφή να αναπαριστά 

ένα άτοµο και τους δύο κύκλους να αναπαριστούν χηµικές αλυσίδες, τότε το µόριο θα 

ήταν χηµικώς αµφίχειρο. Αντιθέτως όµως, αν το γράφηµα θεωρηθεί ως γράφηµα 

άκαµπτων κορυφών, τότε δεν είναι αµφίχειρο όπως αποδεικνύεται παρακάτω. Αν τώρα 

στη θέση της κορυφής τοποθετηθεί ένας δακτύλιος βενζολίου, τότε αυτός ο δακτύλιος 

στα γράφηµα δρα σαν δίσκος άκαµπτης κορυφής, καθώς οι δεσµοί που συνδέουν τον 

δακτύλιο και το υπόλοιπο µόριο συµβαίνουν µε καθορισµένη διάταξη γύρω από το 

εξάγωνο. Άρα ένα τέτοιο µόριο θα ήταν χηµικώς µη αµφίχειρο. 

 

 
 

Σχήµα 1.18  Ένα γράφηµα άκαµπτων κορυφών και ένα µοριακό γράφηµα άκαµπτων 

κορυφών 

 

 

  Το 1983 ο Walba χρησιµοποίησε τον όρο στερεοχηµική τοπολογία (stereochemical 

topology) για να αναφερθεί στη σύνθεση, τον χαρακτηρισµό και στην ανάλυση µοριακών 

δοµών που τοπολογικά δεν είναι τετριµµένες, για παράδειγµα, για κάθε µόριο, οι χηµικοί 

ενδιαφέρονται να κατασκευάσουν εργαστηριακά άλλα µόρια, που η δοµή τους να 

συνδέεται αυτήν του αρχικού µορίου. Τέτοια µόρια καλούνται ισοµερή (isomers) του 

αρχικού  και διακρίνονται σε τρία είδη: 
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1. Από τη σκοπιά της χηµείας διακρίνουµε τα δοµικά ισοµερή (structural isomers) 

ενός µορίου είναι τα µόρια εκείνα που έχουν τον ίδιο µοριακό τύπο, αλλά 

αναπαρίστανται από διαφορετικά µοριακά γραφήµατα. Ο µοριακός τύπος παρέχει 

τη λίστα των ατόµων που περιέχονται στο µόριο αλλά δεν καθορίζει τις θέσεις 

και το είδος των δεσµών µεταξύ τους. Ένα παράδειγµα δοµικών ισοµερών είναι 

το βουτάνιο και το ισοβουτάνιο που έχουν µοριακό τύπο 4 10C H , αλλά τα µοριακά 

τους γραφήµατα είναι αντίστοιχα:  

 

 
 

Σχήµα 1.19  ∆οµικά ισοµερή 

 

 

2. Από τη σκοπιά της γεωµετρίας διακρίνουµε τα γεωµετρικά ισοµερή (rigid 

isomers) ενός µορίου, τα µόρια δηλαδή που έχουν το ίδιο αφηρηµένο γράφηµα µε 

το αρχικό µοριακό γράφηµα, αλλά σαν στερεά αντικείµενα, το ένα δεν µπορεί να 

υπερτεθεί επί του άλλου. Ένα παράδειγµα γεωµετρικών ισοµερών είναι η L-

αλανίνη και η D-αλανίνη: 

 

 
 

Σχήµα 1.20  Γεωµετρικά ισοµερή 

 

 

  Το ένα µόριο αποτελεί κατοπτρική εικόνα του άλλου, και στον τρισδιάστατο χώρο 

οι κορυφές των δύο γραφηµάτων αντιστοιχούν σε κορυφές ενός κανονικού 

τετραέδρου. Τα γραµµοσκιασµένα τµήµατα του σχήµατος δηλώνουν τις πλευρές του 

γραφήµατος που βρίσκονται στο πίσω µέρος του επιπέδου, τα έντονα τµήµατα 

δηλώνουν τις πλευρές που βρίσκονται στο εµπρός µέρος του και οι απλές πλευρές 

αντιστοιχούν στις πλευρές που βρίσκονται πάνω στο επίπεδο. Αν τα παραπάνω 

γραφήµατα ήταν «ελαστικά» (όπως επιτρέπει η τοπολογία), τότε το ένα θα µπορούσε 

να µετασχηµατισθεί στο άλλο. Όµως σαν στερεά αντικείµενα το ένα δεν µπορεί να 

υπερτεθεί επί του άλλου. 

 

3. Από τη σκοπιά της τοπολογίας τέλος, διακρίνουµε τα τοπολογικά στερεοϊσοµερή  

(topological stereoisomers) ενός µορίου, τα µόρια δηλαδή εκείνα που έχουν το 

ίδιο αφηρηµένο γράφήµα, αλλά ως εµφυτευµένα γραφήµατα το ένα δεν µπορεί να 

µετασχηµατιστεί στο άλλο, δηλαδή δεν είναι ισοτοπικά. Ένα παράδειγµα 

τοπολογικών στερεοϊσοµερών παρουσιάζεται παρακάτω: 
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Σχήµα 1.21  Τοπολογικά ισοµερή 

 

 

  Προκύπτει άµεσα από τα παραπάνω ότι το σύνολο των τοπολογικών στερεοϊσοµερών 

ενός µορίου είναι υποσύνολο του συνόλου των γεωµετρικών στερεοϊσοµερών του µορίου 

και αυτό συµβαίνει γιατί αν ένα γράφηµα δεν µπορεί να ισοτοπηθεί σε ένα άλλο, τότε 

προφανώς δεν µπορεί και να υπερτεθεί επί του άλλου. Πολλοί χηµικοί δεν διαχωρίζουν 

τα δύο αυτά είδη ισοµερών και ορίζουν ένα ζευγάρι µορίων να αποτελούν 

στερεοϊσοµερή, αν έχουν το ίδιο αφηρηµένο γράφηµα αλλά το ένα δεν µπορεί να αλλάξει 

χηµικά ώστε να προκύψει το άλλο. Τέλος, τα γεωµετρικά και τα τοπολογικά 

στερεοϊσοµερή είναι υποσύνολα των δοµικών στερεοϊσοµερών. 

  
 Η σηµαντικότερη περίπτωση στερεοϊσοµερών µπορεί να προκύψει από ένα ζευγάρι 

εµφυτευµένων γραφηµάτων, όπου το ένα αποτελεί κατοπτρική εικόνα του άλλου. Όπως 

αναφέραµε και παραπάνω, ένα µόριο το οποίο είναι διαφορετικό από την κατοπτρική του 

εικόνα καλείται µη αµφίχειρο, ενώ σε αντίθετη περίπτωση αµφίχειρο. Ένα ζεύγος µη 

αµφίχειρων µορίων που το ένα αποτελεί κατοπτρική εικόνα του άλλου καλούνται 

εναντιοµερή, ενώ τα στερεοϊσοµερή εκείνα που δεν µοιράζονται σχέση κατοπτρικής 

εικόνας, καλούνται διαστερεοϊσοµερή. Στο ταρταρικό οξύ που παρουσιάζεται παρακάτω. 

Τα L-(+)-ταρταρικό οξύ και D-(-)-ταρταρικό οξύ αποτελούν εναντιοµερή, ενώ το 

µεσοταρταρικό οξύ αποτελεί διαστερεοϊσοµερές αυτών. 

 

   
(natural) ταρταρικό 

οξύ 

L-(+)-ταρταρικό οξύ 

dextrotartaric οξύ 

D-(-)-ταρταρικό 

οξύ 

levotartaric οξύ 

Μεσοταρταρικό οξύ 

  

 

Σχήµα 1.22  Εναντιοµερή και διαστερεοϊσοµερή 

 

 

  Τα εναντιοµερή συµπεριφέρονται όµοια στις χηµικές αντιδράσεις και η 

διαφορετικότητά τους εµφανίζεται όταν βρίσκονται µαζί µε άλλα µη αµφίχειρα µόρια. 
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∆ιαφορετικά εναντιοµερή µη αφίχειρων µορίων συχνά έχουν διαφορετική γεύση, οσµή 

και διαφορετικές φυσικές ιδιότητες. 

  Τα περισσότερα αµινοξέα των πρωτεϊνών σε ζωντανούς οργανισµούς είναι µη 

αµφίχειρα µόρια. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι ο ανθρώπινος οργανισµός αντιδρά 

διαφορετικά στο ένα εναντιοµερές έναντι του άλλου. Συνήθως µόνο το ένα εναντιοµερές 

µίας φαρµακευτικής ουσίας έχει το επιθυµητό αποτέλεσµα, ενώ το άλλο περνά από το 

ανθρώπινο σώµα χωρίς να το επηρεάζει. Παράδειγµα αποτελεί το φάρµακο Thalidomide 

που χρησιµοποιήθηκε τη δεκαετία του ’60 για την καταπολέµηση της ναυτίας κατά την 

εγκυµοσύνη, όπου το ένα εναντιοµερές είχε τα επιθυµητά αποτελέσµατα, ενώ το άλλο 

προκαλούσε προβλήµατα στο έµβρυο. Άλλα παραδείγµατα αποτελούν το φάρµακο 

Ethambutol, όπου το ένα εναντιοµερές χρησιµοποιείται για την καταπολέµηση της 

φυµατίωσης, ενώ το άλλο προκαλεί τύφλωση, το φάρµακο Naproxen, όπου το ένα 

εναντιοµερές χρησιµοποιείται για την καταπολέµηση του πόνου από την αρθρίτιδα, ενώ 

το άλλο προκαλεί προβλήµατα στο ήπαρ χωρίς ορατά συµπτώµατα. 

 

  Επειδή η σύνθεση χηµικών µορίων είναι χρονοβόρα και δαπανηρή διαδικασία, είναι 

σηµαντικό να υπάρχουν θεωρητικά αποτελέσµατα, για το πότε κάποια µοριακά 

γραφήµατα µπορούν να έχουν στερεοϊσοµερή και πότε όχι. Το ίδιο ισχύει και για 

πρωτεΐνες, καθώς πολλές πρωτεΐνες περιέχουν κόµβους ή κρίκους (Liang και Mislow, 

Topological Features In Proteins: knots and links, J. Math. Chem. 18, 1994). 

Γνωρίζοντας ότι ένας κόµβος (ή κρίκος) είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρας, 

συµπεραίνουµε εάν το αντίστοιχο µοριακό γράφηµα ή η πρωτεΐνη είναι τοπολογικώς 

µη αµφίχειρο. Στα επόµενα κεφάλαια λοιπόν θα αναπτύξουµε πολλές τεχνικές ώστε 

να µπορούµε να αποφανθούµε εάν ένας κόµβος ή κρίκος είναι τοπολογικώς 

αµφίχειρας ή όχι. 
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2 

 

ΜΟΡΙΑΚΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ ΚΟΜΒΩΝ 

 

 
  Στο κεφάλαιο αυτό θα αναλύσουµε τοπολογικές τεχνικές που βοηθούν στην ανίχνευση 

της αµφιχειρίας ενός µοριακού γραφήµατος. 

 

  Για να ξεχωρίσουµε διαγράµµατα κόµβων /γραφηµάτων µεταξύ τους χρειάζεται να 

ορίσουµε την έννοια της αναλλοίωτης κόµβων /γραφηµάτων. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1.  Μία συνάρτηση { }: /I ό ή Lκ µβοι γραφ µατα → , όπου το σύνολο L  

µπορεί να αποτελείται από σύµβολα, αριθµούς, πολυώνυµα κλπ, λέγεται αναλλοίωτη 

κόµβων /γραφηµάτων αν ισχύει: ( ) ( )1 2 1 2K K I K I K⇒ =∼ . 

 

  Κάθε αναλλοίωτη είναι καλά ορισµένη σε κλάσεις ισοτοπίας και για να αποδείξουµε 

ότι µία συνάρτηση αποτελεί αναλλοίωτη αρκεί να δείξουµε ότι η τιµή της δεν 

επηρεάζεται όταν εφαρµόσουµε σε ένα διάγραµµα τις εκάστοτε κινήσεις ισοτοπίας. 

 

 

2.1 ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΕΣ ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ 
 

  Μετά από τη ανακάλυψη των πολυωνύµων κόµβων και κρίκων, αρκετά πολυώνυµα 

ανακαλύφθηκαν και για εµφυτευµένα γραφήµατα, όπως των Kauffman (1989), Yamada 

(1989), Yokota (1996) και άλλα. Τα περισσότερα από αυτά τα πολυώνυµα αφορούν 

γραφήµατα των οποίων όλες οι κορυφές έχουν βαθµό τρία ή όλες οι κορυφές έχουν 

βαθµό τέσσερα. Τα πολυώνυµα των εµφυτευµένων γραφηµάτων βαθµού τέσσερα 

χρησιµοποιούνται κυρίως στα γραφήµατα άκαµπτων κορυφών. 

 

  Ο Yokota ανακάλυψε µία πολυωνυµική αναλλοίωτη για συνήθη γραφήµατα, αλλά το 

πολυώνυµο αυτό δεν ξεχωρίζει ένα γράφηµα από την κατοπτρική του εικόνα, και άρα δε 

µπορούµε να το χρησιµοποιήσουµε για να εντοπίζουµε αν ένα γράφηµα έχει την ιδιότητα 

της αµφιχειρίας ή όχι (Y. Yokota, Topological invariants of graphs in 3-space, Topology 

35, 77-87, 1996). Ο Kauffman όµως (1989) όρισε µία άλλη αναλλοίωτη για συνήθη 

γραφήµατα, η οποία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον εντοπισµό των αµφίχειρων 

γραφηµάτων. Πιο συγκεκριµένα: 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2.  Έστω G  ένα εµφυτευµένο γράφηµα. Ορίζουµε ως ( )T G  το σύνολο µε 

στοιχεία όλους τους κόµβους και κρίκους που εµπεριέχονται στο γράφηµα G , και 

προκύπτουν ενώνοντας οποιεσδήποτε δύο πλευρές που προσπίπτουν σε µια κορυφή και 

διαχωρίζοντας κάθε άλλη πλευρά από την κορυφή αυτή (βλέπε Σχήµα 2.1). 

Κατασκευάζουµε έτσι όλες τις κλειστές καµπύλες, συµβολικά ( )r G , για κάθε επιλογή 

σύνδεσης δύο πλευρών σε κάθε κορυφή του G . Αυτή η διαδικασία δηµιουργεί πλήθος 

ανοικτών τόξων, τα οποία όµως δεν συµπεριλαµβάνονται στο ( )T G . Επιπλέον, 

επιτρέπουµε ισοτοπία στο ( )T G . 
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  Άρα, αν το G  περιέχει 3n  το πλήθος κορυφές βαθµού 3 έχουµε ( ) 3 32 1 3
n n+ =  επιλογές 

για το ( )T G , αν περιέχει 4n  κορυφές βαθµού 4 έχουµε ( ) 4 43 2 1 6
n n+ + =  επιλογές για το 

( )T G  και, εν γένει, αν το γράφηµα G  περιέχει kn  κορυφές βαθµού k  θα έχουµε 

( ) ( ) ( )1
1 2 ... 1

2

k k
k k

−
− + − + + =  επιλογές για κάθε τέτοια κορυφή, άρα συνολικά 

( )1

2

kn

k k − 
 
 

 επιλογές για το σύνολο ( )T G . Συνολικά έχουµε: 

( )
3 4

1
3 6 ...

2

kn

n n k k − 
+ + +  

 
 επιλογές για το ( )T G , µε πιθανές επαναλήψεις. 

 

 
 

Σχήµα 2.1  Τοπικές αντικαταστάσεις σε κορυφές 

 

 

  Για να γίνει κατανοητή η παραπάνω διαδικασία θα υπολογίσουµε το σύνολο ( )T G  του 

γραφήµατος του Σχήµατος 2.2. 

 
 

Σχήµα 2.2  Ένα εµφυτευµένο γράφηµα 

 

 

Ακολουθώντας την διαδικασία που προαναφέραµε έχουµε όλη τη συλλογή των ανοικτών 

τόξων και απλών κλειστών καµπυλών να αποτελείται από τα ακόλουθα: 

 

 
 

Σχήµα 2.3  Τα στοιχεία του συνόλου ( )T G  του γραφήµατος στο Σχήµα 2.2 
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Όλα τα στοιχεία του συνόλου ( )T G  είναι ισοτοπικά είτε µε τον τετριµµένο, είτε µε τον  

κόµβο trefoil. 

 

 
 

Σχήµα 2.4  Τα στοιχεία του συνόλου ( )T G  

 

 

  Ο Kauffman [25] απέδειξε το παρακάτω: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.3.  Το σύνολο ( )T G  είναι αναλλοίωτη ισοτοπίας του εµφυτευµένου 

γραφήµατος G. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Έστω δύο ισοτοπικά εµφυτευµένα γραφήµατα 1G  και 2G . Τότε, από 

Θεώρηµα Reidemeister τα 1G  και 2G  θα διαφέρουν κατά πεπερασµένο πλήθος κινήσεων 

του Σχήµατος 1.12. Για να δείξουµε ότι το σύνολο ( )1T G  είναι αναλλοίωτη ισοτοπίας 

του 1G , αρκεί να δείξουµε ότι ( ) ( )1 2T G T G= . Γι’ αυτό, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι 

όλες οι δυνατές κλειστές καµπύλες ( )1r G  που προκύπτουν από το 1G  πριν από µία 

κίνηση IV  ή V  είναι ισοτοπικές µε τις αντίστοιχες καµπύλες ( )2r G , που προκύπτουν 

από το 2G  µετά από την κίνηση αυτή. Αυτό πράγµατι ισχύει και στο Σχήµα 2.5 

δείχνουµε τη µία περίπτωση. Σηµειώνουµε ότι για τις κινήσεις Reidemesiter I,II,III , που 

δεν περιέχουν κορυφές είναι προφανές ότι ( ) ( )1 2T G T G= .                                            □  

 

 
 

Σχήµα 2.5   

 

 

  Αξίζει να σηµειωθεί ότι το Θεώρηµα 2.3 µπορεί να εφαρµοστεί και στο να 

ανιχνεύσουµε εάν ένα γράφηµα είναι επίπεδο ή όχι. Πράγµατι, έστω G  επίπεδο 

γράφηµα, τότε το σύνολο ( )T G  θα περιέχει µόνο τετριµµένους κόµβους και, ισοδύναµα, 
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εάν το ( )T G′  περιέχει µη τετριµµένους κόµβους, έπεται ότι το G′  δεν είναι επίπεδο 

γράφηµα. Εφαρµόζουµε τα παραπάνω για τα γραφήµατα του Σχήµατος 2.6. 

 

 
 

Σχήµα 2.6  Τα σύνολα ( ) ( )1 2,T H T H  των γραφηµάτων 1 2,H H  

 

 

  Τα γραφήµατα 1 2,H H  λοιπόν δεν είναι ισοτοπικά, αφού ( ) ( )1 2T H T H≠  και το 

γράφηµα 2H  δεν είναι επίπεδο, αφού το σύνολο ( )2T H  περιέχει ένα µη τετριµµένο 

κρίκο (ενώ το γράφηµα 1H  είναι). 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.4. (Kauffman; 1989) Έστω G  ένα γράφηµα το οποίο είναι εµφυτευµένο 

στον 3
ℝ . Αν υπάρχει ένα στοιχείο του ( )T G  το οποίο είναι µη αµφίχειρο και η 

κατοπτρική του εικόνα δεν περιέχεται στο ( )T G , τότε το γράφηµα G  δεν είναι 

αµφίχειρο. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Έστω G  αµφίχειρο γράφηµα, δηλαδή G G∗
∼ . Από Θεώρηµα Kauffman 

θα είναι ( ) ( )T G T G∗= . Έστω τώρα ότι το σύνολο ( )T G  περιέχει ένα µη αµφίχειρο 

κόµβο ή κρίκο ( )r G  και δεν περιέχει την κατοπτρική του εικόνα ( )r G
∗
. Από τη 

κατασκευή του ( )T G , το σύνολο ( )T G∗  θα πρέπει να περιέχει τη καµπύλη ( )r G
∗
, 

οπότε ( ) ( )T G T G∗ ≠ , άτοπο.                                                                                           □  

 

  Για παράδειγµα, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.4 στο γράφηµα του Σχήµατος 2.2 

συµπεραίνουµε ότι το γράφηµα είναι µη αµφίχειρο και αυτό γιατί το µόνο µη τετριµµένο 

στοιχείο του συνόλου ( )T G  είναι ο δεξιόστροφος trefoil, ο οποίος, όπως αποδείξαµε 

παραπάνω δεν είναι αµφίχειρας. Το αντίστροφο του Θεωρήµατος 2.4 όµως δεν ισχύει. 

Ας θεωρήσουµε το γράφηµα του Σχήµατος 2.7. Το σύνολο T  του γραφήµατος θα 

αποτελείται από τετριµµένους κόµβους και από τον κόµβο figure 8, ο οποίος είναι 

αµφίχειρας (βλέπε Σχήµα 1.6). Ο Wylbur Whitten απέδειξε ότι το γράφηµα αυτό είναι µη 

αµφίχειρο χρησιµοποιώντας τη θεωρία διακλαδιζόµενων καλυµµάτων, την οποία 

αναπτύσσουµε στο επόµενο κεφάλαιο. 
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Σχήµα 2.7  Γράφηµα J. Simon 

 

 

  Θα εφαρµόσουµε τώρα τη παραπάνω τεχνική για να ανιχνεύσουµε την ιδιότητα της 

αµφιχειρίας µοριακών κόµβων και κρίκων. Σηµειώνουµε ότι αν αποδείξουµε ότι ένα 

µοριακό γράφηµα είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρο, τότε και το µόριο που απεικονίζει 

είναι χηµικώς µη αµφίχειρο, γιατί κάθε µοριακή κίνηση αντιστοιχεί σε έναν τοπολογικό 

µετασχηµατισµό του µοριακού γραφήµατος. 

 

• Θεωρούµε το µοριακό κόµβο trefoil που συνέθεσαν οι Dietrich-Buchecker και 

Sauvage το 1989 (C.Dietrich-Buchecker, J.-P. Sauvage, A synthetic molecular 

trefoil knot, Angew. Chem. Int. Ed. Engl. 28, 189-192, 1989). 

 

 
 

Σχήµα 2.8  Ο µοριακός κόµβος trefoil  

 

  

 Αν φανταστούµε ότι κάθε εξάγωνο στο µοριακό γράφηµα αντικαθίσταται από µία 

πλευρά, τότε θα προκύψει ένας δεξιόστροφος κόµβος trefoil, ο οποίος δεν είναι 

αµφίχειρας. Όµως το αρχικό µας γράφηµα είναι τοπολογικώς πιο πολύπλοκο και αυτό 

γιατί τα εξάγωνα είναι τοπολογικώς αρκετά διαφορετικά από τις πλευρές του κόµβου 

trefoil. Γι’ αυτό υπολογίζουµε το σύνολο ( )T G . Έχουµε 32  κορυφές (εξαγώνων) 

βαθµού 3, όµως οι τυχαίες κλειστές καµπύλες του ( )T G  είναι πάρα πολύ λιγότερες από 

το σύνολο των 323  επιλογών. Όλοι οι µη τετριµµένοι κόµβοι που εµπεριέχονται στο G  

κατευθύνονται γύρω από κάθε εξάγωνο δακτύλιο και υπάρχουν δύο τρόποι για να γίνει 

αυτό. Το σύνολο  ( )T G  λοιπόν αποτελείται από πολλούς τετριµµένους κρίκους και 

απλούς κόµβους, κάθε ένας από τους οποίους είναι ο δεξιόστροφος κόµβος trefoil. 
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Επειδή τώρα ο δεξιόστροφος κόµβος trefoil δεν είναι αµφίχειρας και επειδή το σύνολο 

( )T G  δεν περιέχει αριστερόστροφο κόµβο trefoil, από το Θεώρηµα 2.4 προκύπτει 

άµεσα ότι το εµφυτευµένο γράφηµα G  είναι µη αµφίχειρο. Άρα και ο µοριακός κόµβος 

trefoil δεν είναι αµφίχειρας. 

 

• Ας θεωρήσουµε τώρα τον προσανατολισµένο κρίκο Hopf, που συνέθεσαν το 

1988 οι Mitchell και Sauvage (D.K. Mitchell, J.-P. Sauvage, A topologically 

chiral [2]-catenane, Angew. Chem. Int. Ed. 27, 930-931, 1988), όπως 

παρουσιάζεται στα αριστερά του Σχήµατος 2.9. 

 

 
 

Σχήµα 2.9  Προσανατολισµένοι µοριακοί κρίκοι Hopf 

 

 

  Κάθε οµάδα τριών εξαγώνων συνδέεται µε ένα ακόµα εξάγωνο ως «ουρά». Η ύπαρξη 

αυτής της «ουράς» δίνει ένα φυσικό προσανατολισµό στη συνιστώσα του κρίκου που το 

περιέχει. Αν αγνοήσουµε τον προσανατολισµό το σύνολο ( )T G  θα αποτελείται τελικά 

από τετριµµένους κρίκους και από µη προσανατολισµένους κρίκους Hopf, οι οποίοι 

όπως θα δούµε παρακάτω, είναι αµφίχειρες. Άρα, βάσει του Θεωρήµατος 2.4 δεν 

µπορούµε να αποφανθούµε για την ιδιότητα της αµφιχειρίας του G . 

  Για να αποφύγουµε αυτό το πρόβληµα θα πρέπει να ονοµάσουµε τις κορυφές του 

παραπάνω µοριακού γραφήµατος, όπου οι κορυφές ονοµάζονται N  ή O  (δεν 

ονοµάζουµε τον άνθρακα) και τοποθετούµε ένα X  στις κορυφές που η «ουρά» 

παραµένει ακίνητη ώστε να ελέγχουµε τον προσανατολισµό καθώς θα εφαρµόσουµε τη 

µέθοδο του Kauffman. Πιο συγκεκριµένα, αν µπορούσαµε να µετασχηµατίσουµε το 

γράφηµα του προσανατολισµένου µοριακού κρίκου Hopf στην κατοπτρική του εικόνα, 

τότε ο µετασχηµατισµός αυτός θα έστελνε κάθε N  σε N , κάθε O  σε O  και κάθε X  σε 

X . Η εικόνα στα δεξιά του σχήµατος 2.9 προέκυψε µε την τοποθέτηση των παραπάνω 

στο µοριακό µας γράφηµα. 

  Έστω G  το εµφυτευµένο γράφηµα, που φαίνεται στα αριστερά του Σχήµατος 2.10. 
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Σχήµα 2.10  Αυτή η σήµανση δίνει προσανατολισµό στον Hopf κρίκο και τον κάνει 

τοπολογικώς µη αµφίχειρα 

 

 

Ο προσανατολισµένος κρίκος Hopf που αντιστοιχεί στο αριστερό µόριο του Σχήµατος 

2.10 δίνεται στο Σχήµα 2.11. Η κατοπτρική του εικόνα είναι ο κρίκος Hopf µε ίδιο 

προσανατολισµό, αλλά αντίθετες διασταυρώσεις. Όπως δείχνουµε παρακάτω ο 

προσανατολισµένος κρίκος Hopf είναι µη αµφίχειρας και άρα και το µοριακό γράφηµα 

G  είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρο. 

 

 
 

Σχήµα 2.11  Προσανατολισµένος κρίκος Hopf 

 

 

Επιπλέον, το σύνολο ( )T G  αποτελείται από πολλούς τετριµµένους κρίκους και πολλούς 

κρίκους Hopf, των οποίων κάθε συνιστώσα περιλαµβάνει έξι O , αλλά δεν 

περιλαµβάνουν όλοι οι κρίκοι Hopf X , ή τον ίδιο αριθµό από N , ή τον ίδιο αριθµό από 

κορυφές χωρίς όνοµα (που προέρχονται από τα άτοµα του άνθρακα). Το σηµαντικό είναι 

ότι κάποιοι κρίκοι Hopf του συνόλου ( )T G  έχουν ίδιο γράφηµα µε το αριστερό 

γράφηµα του Σχήµατος 2.10 G , αλλά κανένα δεν έχει γράφηµα σαν της κατοπτρικής 

εικόνας του G, που φαίνεται στα δεξιά του ίδιου σχήµατος. Εποµένως, από το Θεώρηµα 

2.4 προκύπτει άµεσα ότι το γράφηµα G  είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρο. 

 

  Ας έρθουµε τώρα στα γραφήµατα άκαµπτων κορυφών. Ο Kauffman (1989) ανακάλυψε, 

ανεξάρτητα από τα πολυώνυµα γραφηµάτων, µία απλούστερη αναλλοίωτη, η οποία είναι 

το ίδιο αποτελεσµατική στο να µας οδηγεί σε ασφαλή συµπεράσµατα για την αµφιχειρία 

ενός γραφήµατος άκαµπτων κορυφών µε όλες του τις κορυφές βαθµού τέσσερα. 

Παρουσιάζουµε αυτήν την αναλλοίωτη. 

 

  Για κάθε εµφυτευµένο γράφηµα άκαµπτων κορυφών G , του οποίου όλες οι κορυφές 

έχουν βαθµό τέσσερα, ορίζουµε ως ( )C G  το σύνολο των κόµβων και κρίκων που 

προκύπτουν από το G µε την αντικατάσταση όλων των δίσκων-κορυφών και των 

τεσσάρων πλευρών που προσπίπτουν σε κάθε έναν από αυτούς, µε κάθε µία από τις 

παρακάτω τέσσερις εικόνες: 
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Σχήµα 2.12  Το σύνολο ( )C G  προκύπτει µε την αντικατάσταση κάθε δίσκου-κορυφής 

µε τις τέσσερις εικόνες δεξιά 

 

 

Άρα, αν n  είναι ο αριθµός των δίσκων-κορυφών στο γράφηµα G , τότε το σύνολο 

( )C G  θα περιέχει 4n  διαγράµµατα κόµβων, πιθανώς µε επαναλήψεις. Τέλος, στο ( )C G  

επιτρέπουµε ισοτοπία. Ο Kauffman απέδειξε ότι το σύνολο ( )C G  αποτελεί τοπολογική 

αναλλοίωτη για κάθε εµφυτευµένο γράφηµα άκαµπτων κορυφών G , και από αυτό το 

αποτέλεσµα προκύπτει το παρακάτω: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.5. (Kauffman; 1989) Έστω G  ένα γράφηµα άκαµπτων κορυφών µε 

βαθµό όλων των κορυφών τέσσερα, το οποίο είναι εµφυτευµένο στον 3
ℝ . Αν υπάρχει 

ένα στοιχείο του ( )C G  το οποίο είναι µη αµφίχειρο και η κατοπτρική του εικόνα δεν 

περιέχεται στο ( )C G , τότε το G  είναι µη αµφίχειρο ως γράφηµα άκαµπτων κορυφών. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Έστω G  αµφίχειρο γράφηµα άκαµπτων κορυφών µε βαθµό όλων των 

κορυφών τέσσερα, δηλαδή G G∗
∼ . Επειδή το σύνολο ( )C G  αποτελεί τοπολογική 

αναλλοίωτη, θα είναι ( ) ( )C G C G∗= . Έστω τώρα ότι το σύνολο ( )C G  περιέχει ένα µη 

αµφίχειρο κόµβο ή κρίκο L  και δεν περιέχει την κατοπτρική του εικόνα L∗ . Από τη 

κατασκευή του ( )C G , το σύνολο ( )C G∗  θα πρέπει να περιέχει τη καµπύλη L∗ , οπότε 

( ) ( )C G C G∗≠ , άτοπο.                                                                                                     □   

 

  Θα εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 2.5 στο γράφηµα άκαµπτων κορυφών στα αριστερά του 

Σχήµατος 2.13, ενώ τα στοιχεία του συνόλου ( )C G  παρουσιάζονται στα δεξιά του ίδιου 

σχήµατος. 

 

     
 

Σχήµα 2.13  Ένα γράφηµα άκαµπτων κορυφών και το σύνολο ( )C G  

 

Επειδή το σύνολο ( )C G  περιέχει τον κόµβο trefoil αλλά όχι την κατοπτρική του εικόνα, 

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι το γράφηµα άκαµπτων κορυφών είναι µη αµφίχειρο. 
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2.2 ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ ΚΟΜΒΩΝ 
   

  Σε αυτή τη παράγραφο θα µελετήσουµε µια πολυωνυµική αναλλοίωτη 

προσανατολισµένων κόµβων και κρίκων. ∆ύο ισοτοπικοί κρίκοι δηλαδή, θα έχουν το 

ίδιο πολυώνυµο. Αν λοιπόν ο L  είναι ένας προσανατολισµένος κρίκος ο οποίος είναι 

ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα L∗  (βλέπε Ορισµό 1.8), τότε το πολυώνυµο του 

L  και του L∗  θα είναι το ίδιο. Αν όµως οι L  και L∗  έχουν το ίδιο πολυώνυµο, δεν 

σηµαίνει ότι ο L  είναι αµφίχειρας. Αντίστοιχα, αν τα πολυώνυµα διαφέρουν, τότε 

µπορούµε άµεσα να αποφανθούµε ότι ο κρίκος L  είναι µη αµφίχειρας. 

  Το πολυώνυµο που θα µελετήσουµε καλείται HOMFLYPT  και ονοµάστηκε έτσι προς 

τιµή εκείνων που το ανακάλυψαν: Hoste, Ocneanu, Millet, Freyd, Lickorish, Yetter, 

Przytycki και Traczyk (1985). Το πολυώνυµο HOMFLYPT, γνωστό και ως P -

πολυώνυµο, είναι ένα πολυώνυµο Laurent, έχει δηλαδή θετικούς και αρνητικούς εκθέτες 

στις δυνάµεις που περιλαµβάνει. 

  Για να ορίσουµε και να υπολογίσουµε το πολυώνυµο HOMFLYPT ενός κρίκου L , 

δίνουµε κατ’ αρχάς προσανατολισµό στο διάγραµµα του κρίκου, επιλέγοντας 

προσανατολισµό για την κάθε συνιστώσα του. Σηµειώνουµε ότι δύο προσανατολισµένοι 

κρίκοι είναι ισοτοπικοί αν και µόνο αν διαφέρουν κατά προσανατολισµένες κινήσεις  

Reidemeister. Ξεχωρίζουµε δύο διαφορετικές προσανατολισµένες διασταυρώσεις σε 

θετικές και αρνητικές: 

 

 

 

 

Θετική 

∆ιασταύρωση 
 

Αρνητική 

∆ιασταύρωση 

 

Σχήµα 2.14  Είδη διασταυρώσεων 

 

 

  Το P -πολυώνυµο ( )P L  έχει δύο µεταβλητές m  και l  και ορίζεται από το διάγραµµα 

του προσανατολισµένου κρίκου µέσω των τριών αξιωµάτων που ακολουθούν: 

 

1. Αν K  ο τετριµµένος κόµβος, τότε ( ) 1P K = . 

2. Υποθέτουµε ότι 0, ,L L L+ − είναι προσανατολισµένα διαγράµµατα κρίκων που είναι 

παντού ίδια εκτός από µία διασταύρωση, όπου διαφέρουν κατά µία θετική, αρνητική 

και µηδενική διασταύρωση αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.15. 

 

 
 

Σχήµα 2.15  Τα 0, ,L L L+ −  διαφέρουν µόνο σε αυτή τη διασταύρωση 
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      Τότε: ( ) ( ) ( )1

0 0.l P L l P L m P L−
+ −⋅ + ⋅ + ⋅ =  

3. Το πολυώνυµο ( )P L  δεν αλλάζει από ισοτοπία στο L . 

 

  Από το τρίτο αξίωµα έπεται ότι το P -πολυώνυµο είναι ανεξάρτητο της επιλογής του 

διαγράµµατος του κρίκου και αποδείχτηκε ότι καθορίζεται µοναδικά από τα τρία 

αξιώµατα που προαναφέραµε. 

   

∆ίνουµε τώρα κάποια παραδείγµατα υπολογισµού του P -πολυωνύµου. 

1. Έστω L  προσανατολισµένος τετριµµένος κρίκος αποτελούµενος από δύο 

συνιστώσες. Τότε, όπως φαίνεται και στο σχήµα παρακάτω, τα ,L L+ −  είναι 

ισοτοπικά µε τον τετριµµένο κόµβο και άρα θα ισχύει ότι 

( ) ( ) ( )
1ο Αξίωµα

1P L P L P unknot+ −= = = . 

 

 
 

Σχήµα 2.16  Τα 0, ,L L L+ −  

 

 

Από το δεύτερο αξίωµα τώρα προκύπτει ότι: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

1

0

1 1 1

0 0

0

1 1 0 .
L L

l P L l P L m P L

l l m P L P L m l l P L

−
+ −

=
− − −

⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒

⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒ = − ⋅ + =
 

Αν και ο κρίκος L  είναι η ένωση δύο τετριµµένων κόµβων, το πολυώνυµό του δεν 

ισούται µε δύο. 

 

2. Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω θα υπολογίσουµε το πολυώνυµο του Hopf link. 

Όπως φαίνεται και στο Σχήµα 2.17, ο κρίκος 0L  είναι ισοτοπικός µε τον τετριµµένο 

κόµβο και ο κρίκος L+  ισοτοπικός µε τον κρίκο του οποίου το πολυώνυµο 

υπολογίσαµε στο προηγούµενο παράδειγµα. 

 

 
 

Σχήµα 2.17  Ο L−  είναι ο προσανατολισµένος Hopf link 
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       Άρα ( ) ( )
1ο Αξίωµα

0 1P L P unknot= =   και  ( ) ( )
3ο Αξίωµα

1 1P L m l l− −
+ = − ⋅ + . 

   

      Από το δεύτερο αξίωµα τώρα προκύπτει ότι ( ) 3 1 1P L l m l m l m− −
− = ⋅ + ⋅ − ⋅  και άρα 

( ) 3 1 1P L l m l m l m− −
− = ⋅ + ⋅ − ⋅ . 

 

3. Παρατηρούµε ότι αν αλλάξουµε τον προσανατολισµό µίας από τις συνιστώσες του 

Hopf link όπως φαίνεται και στο σχήµα, τότε το P -πολυώνυµο γίνεται 

( ) 3 1 1 1 1P L l m l m l m− − − − −= ⋅ + ⋅ − ⋅ , δηλαδή ο όρος l  αντικαταστάθηκε από τον όρο 

1l− . 

 

 
 

Σχήµα 2.18  Ένας Hopf link διαφορετικά προσανατολισµένος από τον L−  του Σχ. 2.4  

 

 

4. Σε αντίθεση µε τους κρίκους ο προσανατολισµός δεν επηρεάζει το P -πολυώνυµο 

στους κόµβους (αλλά ούτε και στους κρίκους, αν αλλάξουµε τον προσανατολισµό 

όλων των συνιστωσών): Μια θετική ή αρνητική διασταύρωση παραµένει θετική ή 

αρνητική αν αντιστραφεί ο προσανατολισµός. 

 

  Τα πολυώνυµα κρίκων είναι αρκετά χρήσιµα στο να ξεχωρίζουµε µη ισοτοπικούς 

κρίκους. Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει, δηλαδή υπάρχουν µη ισοτοπικοί 

προσανατολισµένοι κρίκοι µε το ίδιο πολυώνυµο HOMFLYPT. Ο Kanenobu (1986) 

απέδειξε ότι υπάρχουν άπειροι κόµβοι µε το ίδιο πολυώνυµο. Πιο συγκεκριµένα, ένα 

ζευγάρι µεταλλαγµένων κόµβων (mutant knots) έχουν το ίδιο πολυώνυµο HOMFLYPT 

(T. Kanenobu, Infinitely many knots with the same polynomial invariant, Proc. Am. 

Math. Soc. 97, 158-161, 1986). ∆ύο κόµβοι καλούνται µεταλλαγµένοι όταν τα 

διαγράµµατά τους διαφέρουν τοπικά στη περιοχή ενός δίσκου, ο οποίος έχει υποστεί µία 

πλήρη περιστροφή στο χώρο. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.6.  Έστω L  προσανατολισµένος κρίκος µε P -πολυώνυµο ( )P L . Έστω 

( )P L  το πολυώνυµο που προκύπτει από το ( )P L  αν αντικαταστήσουµε το l  µε 1l− . 

Τότε ( ) ( )P L P L∗ = . Άρα, αν ( ) ( )P L P L≠  τότε ο L  δεν είναι αµφίχειρας ως 

προσανατολισµένος κρίκος. Αν ο L  είναι κόµβος και ( ) ( )P L P L≠ , τότε ο L  δεν είναι 

αµφίχειρας ανεξαρτήτως προσανατολισµού. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   Έστω L∗  η κατοπτρική εικόνα του προσανατολισµένου κρίκου L . Τότε ο 

L∗  προκύπτει από την αλλαγή όλων των διασταυρώσεων του L , δηλαδή ο L∗  έχει 

θετικές διασταυρώσεις εκεί που ο L  έχει αρνητικές και αντίστροφα. Έτσι, καθώς 

σταδιακά αλλάζουµε τις διασταυρώσεις για τον υπολογισµό του πολυωνύµου του L∗ , οι 

ρόλοι των ,L L∗ ∗
+ −  είναι οι αντίστροφοι των ,L L+ −  στον υπολογισµό του πολυωνύµου του 
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L . Από το δεύτερο αξίωµα του ορισµού του πολυωνύµου προκύπτει ότι για το L∗  και για 

κάθε πιο απλό κρίκο που επάγει ο L∗ , οι ρόλοι των l και 1l−  είναι οι αντίστροφοι απ’ ότι 

ήταν για τον L  στην εξίσωση ( ) ( ) ( )1

0 0.l P L l P L m P L−
+ −⋅ + ⋅ + ⋅ =  Άρα, στο ( )P L∗ , οι 

όροι l και 1l−  έχουν αντιστραφεί από εκείνους στο ( )P L  και άρα ( ) ( )P L P L∗ = . 

  Γνωρίζουµε ότι το P -πολυώνυµο είναι µία τοπολογική αναλλοίωτη, οπότε αν υπάρχει 

ισοτοπία από τον προσανατολισµένο κρίκο L  στον προσανατολισµένο κρίκο L∗ , τότε 

( ) ( ) ( )P L P L P L∗= = . Άρα, αν ( ) ( )P L P L≠ , τότε ο L  δεν είναι αµφίχειρας ως 

προσανατολισµένος κρίκος. 

  Τέλος, αν L  κόµβος, τότε και επειδή ο προσανατολισµός δεν επηρεάζει το πολυώνυµο 

ενός κόµβου,  η σχέση ( ) ( )P L P L≠  οδηγεί στο συµπέρασµα ότι ο κόµβος L  δεν είναι 

αµφίχειρας, ανεξάρτητα από τον προσανατολισµό του.                                                      

 

  Το παραπάνω θεώρηµα, όµως, δεν εντοπίζει όλους τους µη αµφίχειρες κόµβους και 

προσανατολισµένους κρίκους. ∆ηλαδή, αν ( ) ( )P L P L∗=  δεν έπεται ότι L L∗
∼ . 

Σηµειώνουµε ότι αν ( ) ( )P L P L∗= , το πολυώνυµο ( )P L  είναι συµµετρικό ως προς τα l  

και 1l− . Για παράδειγµα, το ζεύγος κόµβων 429  και 429 ∗  (knot table - Rolfsen, 1976, 

βλέπε Σχήµα 2.19), έχει αυτήν την ιδιότητα, καθώς το πολυώνυµό του είναι 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 4

42 429 2 3 2 4 9P l l m l l m P− − ∗= − ⋅ − − ⋅ + ⋅ + + − = . Στην τελευταία παράγραφο 

του κεφαλαίου θα δείξουµε ότι ο κόµβος 429  δεν είναι αµφίχειρας. 

 

 
 

Σχήµα 2.19  Ο κόµβος 429  

 

 

  Παρ’ όλα αυτά, το γεγονός ότι ( ) ( )P L P L∗=  για κάποιον προσανατολισµένο κρίκο L , 

είναι µία ισχυρή ένδειξη πιθανής αµφιχειρίας. Το παραπάνω θεώρηµα αποτελεί ένα 

αρκετά χρήσιµο εργαλείο. Για παράδειγµα, ο προσανατολισµένος κρίκος Hopf του 

παραδείγµατος 2 που προαναφέραµε έχει πολυώνυµο ( ) 3 1 1P L l m l m l m− −= ⋅ + ⋅ − ⋅  και 

επειδή ( ) ( )P L P L≠ , το θεώρηµα µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι ο προσανατολισµένος 

Hopf link δεν είναι αµφίχειρας. Η κατοπτρική εικόνα του προσανατολισµένου Hopf link 

L∗  είναι ισοτοπική µε τον L′  του παραδείγµατος 3, και από το θεώρηµα συµπεραίνουµε 

ότι  ( ) ( ) ( )P L P L P L∗ ′= = , συµπέρασµα στο οποίο καταλήξαµε και στο παραπάνω 

παράδειγµα 3. Αν αγνοήσουµε όµως τον προσανατολισµό στον Hopf link, τότε αυτός 

είναι αµφίχειρας, δηλαδή είναι ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα. 

  Το Θεώρηµα 2.6 µπορεί να εφαρµοσθεί σε κόµβους χωρίς να µας ενδιαφέρει ο 

προσανατολισµός. Για παράδειγµα, ο κόµβος trefoil έχει P -πολυώνυµο 
4 2 2 22l l m l− + ⋅ − ⋅ , ανεξάρτητα από τον προσανατολισµό του. Το πολυώνυµο αυτό δεν 
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είναι συµµετρικό ως προς τους όρους l και 1l− , οπότε µπορούµε άµεσα να αποφανθούµε 

ότι ο κόµβος trefoil δεν είναι αµφίχειρας. Η πρώτη απόδειξη ότι ο αριστερόστροφος 

trefoil είναι διαφορετικός από τον  δεξιόστροφο trefoil έγινε από τον Max Dehn  το 1914, 

δείχνοντας ότι τα τοπολογικά τους συµπληρώµατα είναι µη οµοιοµορφικά (M. Dehn, Die 

beiden Kleeblattschlingen, Math. Ann. 75, 402-413, 1914). 

 

  Το Θεώρηµα 2.6 µπορεί να εφαρµοστεί και σε κρίκους ως εξής: Έστω L′  µία επιλογή 

προσανατολισµού ενός κρίκου L . Από Πρόταση 1.11 (Κεφάλαιο 1) αν δείξουµε ότι L′  
µη ισοτοπικός µε L′′  για κάθε επιλογή προσανατολισµού L′′  του L , τότε και ο κρίκος 

L  δεν είναι ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα L∗ , δηλαδή ο κρίκος L  είναι µη 

αµφίχειρας. Αυτό θα το εφαρµόσουµε στο παρακάτω παράδειγµα. 

   

• Ας θεωρήσουµε τώρα τον µοριακό κρίκο (4,2)-torus link που συνέθεσαν το 

1994 οι Nierengarten, Dietrich-Buchecker και Sauvage (J.-F. Nierengarten, C. 

Dietrich-Buchecker, J.-P. Sauvage, Synthesis of a doubly interlocked [2]-

catenane, J. Am. Chem. Soc. 116, 375-376, 1994). 

 

 
 

Σχήµα 2.20  Ο µοριακός κρίκος (4,2)-torus link 

 

 

Το σύνολο ( )T G  αποτελείται από πολλούς τετριµµένους κρίκους και από πολλούς 

κρίκους (4,2)-torus link. 

 

 
 

Σχήµα 2.21  Ο κρίκος (4,2)-torus link 
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Αν λοιπόν δείξουµε ότι ο κρίκος (4,2)-torus link είναι µη αµφίχειρας, τότε επειδή το 

σύνολο ( )T G  περιέχει µόνο τον (4,2)-torus link και όχι την κατοπτρική του εικόνα, θα 

καταλήξουµε στο ότι το µοριακό γράφηµα είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρο, και άρα και 

χηµικώς µη αµφίχειρο. 

  Για να δείξουµε ότι ο κρίκος (4,2)-torus link είναι µη αµφίχειρας, δίνουµε έναν τυχαίο 

προσανατολισµό στον κρίκο L , παίρνοντας τον προσανατολισµένο κρίκο L′ , και 

υπολογίζουµε το ( )P L′ . 

 

    
 

Σχήµα 2.22  Ο προσανατολισµένος (4,2)-torus κρίκος 

 

 

( ) 5 1 3 1 5 3 3 33P L l m l m m l m l m l− − − − − − −′ = − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ . Αν ήταν L L∗
∼ , τότε βάσει της 

Πρότασης 1.11, ο προσανατολισµένος (4,2)-torus κρίκος L′  θα µπορούσε να ισοτοπηθεί 

στον  L ∗′′ , για κάποιο προσανατολισµό L′′ . Επειδή ο  L ∗′′  αποτελείται από δύο 

συνιστώσες, υπάρχουν τέσσερις τρόποι να προσανατολιστεί, δύο από τους οποίους 

παρουσιάζονται στο Σχήµα 2.23. 

 

 
 

Σχήµα 2.23  ∆ιαφορετικοί προσανατολισµοί του (4,2)-torus κρίκου 

 

 

  Υπάρχουν δύο ακόµα τρόποι να δώσουµε προσανατολισµό στον L∗ , οι οποίοι 

προκύπτουν από την αντιστροφή των προσανατολισµών και στις δύο συνιστώσες των 

κρίκων 1L  και 2L  και άρα θα έχουν το ίδιο P -πολυώνυµο µε τους 1L  και 2L  αντίστοιχα. 

Παρατηρούµε ότι ο 1L  είναι η κατοπτρική εικόνα του L′  και άρα: 

( ) ( )5 1 3 1 5 3 3 3

1 3 'P L l m l m m l m l m l P L− −= − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ≠ . Υπολογίζουµε το P -

πολυώνυµο του 2L : ( ) ( )1 3 1 1 5 3

2P L m l m l m l m l P L− − − − − − ′= − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ≠ . 

  Επειδή υποθέσαµε ότι ο L′  είναι ισοτοπικός µε τον L∗  µε κάποιο προσανατολισµό, το 

P -πολυώνυµο του L′  θα έπρεπε να ισούται µε το P -πολυώνυµο του  1L  ή  του 2L . 

Άτοπο. Άρα ο µη προσανατολισµένος (4,2)-torus κρίκος είναι τοπολογικώς µη 

αµφίχειρας και εποµένως και ο µοριακός (4,2)-torus κρίκος είναι χηµικώς µη αµφίχειρας. 
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2.3 ΕΝΑΛΛΑΣΣΟΜΕΝΟΙ ΚΟΜΒΟΙ 
 

  Μία κατηγορία κόµβων που µπορούµε πιο εύκολα να ανιχνεύσουµε την ιδιότητα της 

αµφιχειρίας είναι οι εναλλασσόµενοι κόµβοι.  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.7.  Ένας κόµβος καλείται εναλλασσόµενος (alternating) αν στην προβολή 

του οι διασταυρώσεις εναλλάσσονται πάνω και κάτω, καθώς κανείς κινείται πάνω στον 

κόµβο µε µια συγκεκριµένη φορά. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.8.  Ένα διάγραµµα ενός κόµβου καλείται ανηγµένο (reduced) αν δεν 

περιλαµβάνει διασταυρώσεις της µορφής: 

 
 

Σχήµα 2.24  Μη ανηγµένα διαγράµµατα 

 

 

Μέσα στους µαύρους δίσκους µπορεί να υπάρχουν άλλες διασταυρώσεις  

 

 Για παράδειγµα, οι παρακάτω κόµβοι είναι ισοτοπικοί, αλλά ο δεξιός έχει µία 

διασταύρωση λιγότερη. Η ιδέα που οδήγησε στον παραπάνω ορισµό ήταν η εύρεση 

αναλλοίωτης που να σχετίζεται µε τον αριθµό των διασταυρώσεων του κόµβου.  

 

 
 

Σχήµα 2.25  Εναλλασσόµενος κόµβος µε µία λιγότερη διασταύρωση 

 

 

   Για ένα κόµβο ή κρίκο K  ορίζουµε τον αριθµό ελάχιστων διασταυρώσεων (crossing 

number) του K , συµβολικά ( )c K , ως τον ελάχιστο αριθµό διασταυρώσεων ενός 

διαγράµµατος του K  στο σύνολο όλων των διαγραµµάτων του. Είναι προφανές ότι ο 

αριθµός ελάχιστων διασταυρώσεων είναι αναλλοίωτη ισοτοπίας του K , όµως είναι πάρα 

πολύ δύσκολο στη πράξη να βρεθεί ένα διάγραµµα του K  που να τον πραγµατοποιεί. 

 

   Χρησιµοποιώντας πολυώνυµα κόµβων, οι Murasugi (K. Murasugi, Jones polynomials 

and classical conjectures in knot theory, Topology 26, 187-194, 1987) και Thistlethwaite 

(M. Thistlethwaite, A spanning tree expansion of the Jones polynomial, Topology 27, 

311-318, 1987) απέδειξαν ανεξάρτητα το παρακάτω πολύ ισχυρό θεώρηµα, το οποίο 

ήταν µία εικασία του Tait και το οποίο παραθέτουµε χωρίς απόδειξη. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2.9.  Αν ένας κόµβος έχει ένα ανηγµένο εναλλασσόµενο διάγραµµα, τότε 

αυτό το διάγραµµα έχει τον ελάχιστο αριθµό διασταυρώσεων από κάθε άλλο διάγραµµα 

του κόµβου. 

 

 Παράδειγµα του παραπάνω θεωρήµατος είναι ο δεξιός κόµβος του Σχήµατος 2.25, ο 

οποίος είναι ανηγµένος και εναλλασσόµενος. ∆ίνουµε τώρα τον ορισµό του αριθµού 

συστροφής, συµβολικά Wr , ο οποίος είναι πολύ χρήσιµος στον εντοπισµό της 

αµφιχειρίας ενός εναλλασσόµενου κόµβου. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.10.  Έστω ένα διάγραµµα ενός προσανατολισµένου κρίκου. Ορίζουµε τον 

αριθµό συστροφής (writhing number) του διαγράµµατος αυτού ως το άθροισµα των 1+ , 

για κάθε θετική διασταύρωση, και 1− ,  για κάθε αρνητική διασταύρωση του κρίκου. 

∆ηλαδή, ( )
1

( ) ,
n

i

i

W r K δ
=

= ∑  όπου { 1,  για θετικές διασταυρώσεις

1,  για αρνητικές διασταυρώσειςiδ +
−= . 

  

 Ο αριθµός συστροφής δεν είναι τοπολογική αναλλοίωτη κόµβων, εφόσον η πρώτη 

κίνηση Reidemeister πάντα θα αλλάζει τον αριθµό συστροφής κατά 1± . Για παράδειγµα, 

στο Σχήµα 2.25 παρουσιάζεται ο ίδιος κόµβος, αλλά ο αριθµός συστροφής της µίας 

προβολής είναι 5−  ενώ της άλλης 6− , χωρίς να εξαρτώνται από τον προσανατολισµό 

που θα δώσουµε. Επίσης, ο Thistlethwaite (1988) απέδειξε το παρακάτω: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.11.  ∆ύο οποιαδήποτε ανηγµένα εναλλασσόµενα διαγράµµατα ενός 

εναλλασσόµενου προσανατολισµένου κόµβου έχουν τον ίδιον αριθµό συστροφής. 

 

  Από το παραπάνω θεώρηµα προκύπτει το εξής: 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.12.  Αν ένας εναλλασσόµενος προσανατολισµένος κόµβος είναι 

αµφίχειρας, τότε ο αριθµός συστροφής κάθε ανηγµένου εναλλασσόµενου διαγράµµατός 

του θα είναι µηδέν. 

 

  Πράγµατι, έστω L  προσανατολισµένος κόµβος µε ανηγµένο εναλλασσόµενο 

διάγραµµα που ο αριθµός συστροφής του είναι w . Η κατοπτρική εικόνα αυτού του 

διαγράµµατος είναι ένα ανηγµένο εναλλασσόµενο διάγραµµα του προσανατολισµένου 

κόµβου L∗ , που είναι η κατοπτρική εικόνα του L . Κάθε θετική διασταύρωση στο 

διάγραµµα του L∗  αντιστοιχεί σε µία αρνητική διασταύρωση στο διάγραµµα του  L  και 

αντίστοιχα κάθε αρνητική διασταύρωση στο διάγραµµα του L∗  αντιστοιχεί σε µία θετική 

διασταύρωση στο διάγραµµα του  L . Άρα ο αριθµός συστροφής του διαγράµµατος του 

L∗  είναι w− . Αν L  αµφίχειρας, τότε είναι ισοτοπικός µε τον L∗  και άρα τα L  και L∗  

είναι ανηγµένα εναλλασσόµενα διαγράµµατα ισοτοπικών κόµβων και από το θεώρηµα 

προκύπτει ότι 0.w w w= − ⇒ =  

 

  Αν λοιπόν έχουµε ένα ανηγµένα εναλλασσόµενο διάγραµµα ενός προσανατολισµένου 

κόµβου µε µη µηδενικό αριθµό συστροφής, τότε άµεσα καταλήγουµε στο συµπέρασµα 

ότι ο προσανατολισµένος κόµβος είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρας. Αντιθέτως όµως, αν 

σε ένα ανηγµένο εναλλασσόµενο διάγραµµα ενός προσανατολισµένου κόµβου ο αριθµός 

συστροφής είναι ίσος µε µηδέν, αυτό δεν σηµαίνει απαραίτητα ότι ο προσανατολισµένος 

κόµβος είναι αµφίχειρας. Για παράδειγµα ο παρακάτω ανηγµένος και εναλλασσόµενος 

κόµβος δεν είναι τοπολογικώς αµφίχειρας γιατί το P -πολυώνυµό του δεν είναι 

συµµετρικό ως προς τα l  και 1l− , αλλά ο αριθµός συστροφής του είναι ίσος µε µηδέν. 
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Σχήµα 2.26  Τοπολογικώς αµφίχειρας κόµβος µε αριθµό περιέλιξης ίσο µε µηδέν 

 

 

  Επιπλέον, αν ο αριθµός συστροφής ενός προσανατολισµένου ανηγµένου 

εναλλασσόµενου κρίκου δεν είναι ίσος µε µηδέν, δεν σηµαίνει ότι ο µη 

προσανατολισµένος κόµβος δεν είναι αµφίχειρας. Για παράδειγµα, ο κρίκος Hopf είναι 

αµφίχειρας ως µη προσανατολισµένος κρίκος, αλλά έχει ανηγµένο εναλλασσόµενο 

διάγραµµα µε αριθµό συστροφής ίσο µε δύο (Σχήµα 2.17). 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.13.  Έστω 1 2,K K  διαγράµµατα προσανατολισµένων κόµβων, που 

θεωρούνται συνιστώσες ενός κρίκου. Ορίζουµε τον αριθµό συνέλιξης Lk  (linking 

number) των 1 2,K K , συµβολικά ( )1 2,Lk K K , να ισούται µε το ηµιάθροισµα των 1+  και 

1−  για κάθε θετική ή αρνητική αντίστοιχα διασταύρωση µεταξύ των 1K  και 2K . 

 

  Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τους κρίκους 2

419  και 2

619  που παρουσιάζονται στα 

αριστερά και στα δεξιά του Σχήµατος 2.27 αντίστοιχα. 

 

 
 

Σχήµα 2.27  Οι προσανατολισµένοι κρίκοι 2

419  και 2

619  

 

 

Στον κρίκο 2

419 , ο οποίος είναι εναλλασσόµενος, είναι ( )2

419 0Lk = , αφού υπάρχουν 

τέσσερις θετικές και τέσσερις αρνητικές διασταυρώσεις µεταξύ των δύο συνιστωσών του 

παραπάνω κρίκου, ενώ στον κρίκο 2

619 , ο οποίος δεν είναι εναλλασσόµενος, είναι 

( )2

619 4Lk = − , γιατί όλες οι οκτώ διασταυρώσεις είναι αρνητικές. 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 2.14. 

1. Από τον ορισµό του αριθµού συνέλιξης προκύπτει άµεσα ότι 

( ) ( )1 2 2 1, , .Lk K K Lk K K=  

2. Επειδή κάθε συνιστώσα του κρίκου θα πρέπει να διασταυρώνεται άρτιο αριθµό 

φορών µε οποιαδήποτε άλλη συνιστώσα του κρίκου, ο αριθµός συνέλιξης είναι 

πάντα ακέραιος αριθµός, .Lk ∈ℤ  
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3. Αν αλλάξουµε τον προσανατολισµό στη µία από τις δύο συνιστώσες του κρίκου, 

τότε οι θετικές διασταυρώσεις γίνονται αρνητικές και αντίστροφα. Αν έστω 

συµβολίσουµε µε K ′  τον κόµβο K  µε αντίθετο προσανατολισµό, τότε 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , .Lk K K Lk K K Lk K K Lk K K′ ′ ′ ′= − = − =   

4. Ο αριθµός συνέλιξης παραµένει αναλλοίωτος µέσω των τριών κινήσεων 

Reidemeister, αφού η πρώτη κίνηση προσθέτει ή αφαιρεί µία διασταύρωση στις 

δύο συνιστώσες του κρίκου, ενώ η δεύτερη κίνηση είτε προσθέτει µία αρνητική 

και µία θετική διασταύρωση, είτε τις αφαιρεί, οπότε ο αριθµός συνέλιξης δεν 

µεταβάλλεται και η τρίτη κίνηση δεν επηρεάζει τα πρόσηµα των διασταυρώσεων. 

Άρα είναι αναλλοίωτη ισοτοπίας για κάθε προσανατολισµένο κρίκο 1 2.L K K⊇ ∪  

Άρα, αν 1 2.L K K⊇ ∪  προσανατολισµένος κρίκος και h ένας οµοιοµορφισµός 

του 3
ℝ , που διατηρεί τον προσανατολισµό του χώρου, τότε 

( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,Lk h K h K Lk K K=   . Αντίθετα αν h οµοιοµορφισµός του 3
ℝ  που 

αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου, επειδή θα αντιστρέψει όλες τις 

διασταυρώσεις του κρίκου, θα είναι ( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,Lk h K h K Lk K K= −   . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.15.  Έστω Q  το διάγραµµα ενός προσανατολισµένου κρίκου. Ορίζουµε 

( )i Q  να είναι το άθροισµα των 1/ 1+ − , για κάθε θετική/ αρνητική διασταύρωση µιας 

συνιστώσας του κρίκου µε τον εαυτό της, όπου το άθροισµα γίνεται σε όλες τις 

συνιστώσες του κρίκου. Άρα αν ( ) ( )
,

2 ,
i j

i jK K Q
j Q Lk K K

∈
= ⋅∑ , τότε 

( ) ( ) ( )i Q Wr Q j Q= − . 

 

  Αν ο Q  είναι κόµβος, τότε ( ) ( )i Q Wr Q= . Αν Q συµβολίζει τους κρίκους 2

419  ή 2

619 , 

τότε ( ) 1i Q = . 

 

  Όπως αναφέραµε παραπάνω, το είδος της διασταύρωσης σε ένα κόµβο δεν επηρεάζεται 

από τον προσανατολισµό του κόµβου και άρα ο αριθµός ( )i Q  ενός κρίκου Q  είναι 

ανεξάρτητος της επιλογής προσανατολισµού των συνιστωσών του Q . 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.16. (Flapan)  Έστω L  ένας µη προσανατολισµένος εναλλασσόµενος 

κρίκος και έστω 1L  και 2L  προσανατολισµένα ανηγµένα εναλλασσόµενα διαγράµµατα 

του L . Τότε ( ) ( )1 2i L i L= . Αν ο µη προσανατολισµένος κρίκος L  είναι αµφίχειρας, τότε 

( )1 0i L =  και το 1L  έχει άρτιο αριθµό συστροφής. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Κατ’ αρχάς δίνουµε έναν τυχαίο προσανατολισµό στον L  και θεωρούµε 

τα διαγράµµατα 1 2,L L  µε τον προσανατολισµό του L . Επειδή ο αριθµός συνέλιξης ενός 

προσανατολισµένου κρίκου για δύο συνιστώσες του είναι αναλλοίωτη, από τον ορισµό 

του έπεται ότι και η τιµή του j είναι αναλλοίωτη και άρα ( ) ( )1 2j L j L= . Από το 

Θεώρηµα 2.11, είναι ( ) ( )1 2Wr L Wr L=  και από την εξίσωση ( ) ( ) ( )1 1 1i L Wr L j L= −  

προκύπτει ότι ( ) ( )1 2i L i L= . Όµως, όπως αναφέραµε και παραπάνω, ο προσανατολισµός 



 42 

ενός κρίκου δεν επηρεάζει την τιµή του i, και άρα ( ) ( )1 2i L i L= , ανεξάρτητα από τον 

προσανατολισµό τους. 

  Ας υποθέσουµε τώρα ότι υπάρχει µία ισοτοπία του µη προσανατολισµένου κρίκου L  

στην κατοπτρική του εικόνα. Έστω 1L  ένα προσανατολισµένο ανηγµένο εναλλασσόµενο 

διάγραµµα του L  και έστω 3L  η κατοπτρική εικόνα του 1L . Λόγω της υπόθεσής µας, ότι 

δηλαδή L L∗
∼ , και ο 3L  θα είναι προσανατολισµένο ανηγµένο εναλλασσόµενο 

διάγραµµα του L  (µετά από κινήσεις ισοτοπίας) και άρα ( ) ( )1 3 .i L i L=  Από την άλλη, 

αφού ο κρίκος 3L  προκύπτει µετά από εναλλαγή όλων των θετικών και αρνητικών 

διασταυρώσεων στον 1L ,  έχουµε ότι ( ) ( )3 1 .i L i L= −  Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει 

ότι ( ) ( )3 3i L i L= −  και άρα ( ) ( )1 3 0.i L i L= =  Αυτό σηµαίνει ότι ( ) ( )1 1Wr L j L= , και 

από τον ορισµό του j, ο αριθµός συστροφής του κρίκου είναι πάντοτε άρτιος αριθµός. □                                           

 

  Κάθε προσανατολισµένος  κρίκος που είναι αµφίχειρας, είναι αµφίχειρας και χωρίς 

προσανατολισµό. Αν τώρα L  προσανατολισµένος εναλλασσόµενος κρίκος που είναι 

αµφίχειρας, τότε από Πόρισµα 2.12 ο αριθµός συστροφής οποιουδήποτε ανηγµένου 

εναλλασσόµενου διαγράµµατος 1L  του L , είναι ίσος µε µηδέν, ( )1 0Wr L = . Άρα, από 

Θεώρηµα 2.16 ( )1 0i L =  οπότε ( )1 0j L = , άρα και ( ) 0j L = . Εποµένως και  

( )
,

, 0
i j

i jK K L
Lk K K

∈
=∑ . Άρα: αν, ( )

,
, 0

i j
i jK K L

Lk K K
∈

≠∑ , τότε ο προσανατολισµένος 

κρίκος δεν είναι αµφίχειρας. Αυτό όµως δεν ισχύει για µη προσανατολισµένους κρίκους, 

αφού ο µη προσανατολισµένος κρίκος Hopf είναι αµφίχειρας, αλλά έχει µη µηδενικό 

αριθµό συνέλιξης. 

 

  Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.16 στον κρίκο 3

38 , ο οποίος αποτελείται από τρεις 

συνιστώσες και παρουσιάζεται παρακάτω, παρατηρούµε ότι ανεξάρτητα από τον 

προσανατολισµό των συνιστωσών του, ( )3

38 2i = , και άρα ο κρίκος 3

38  δεν είναι 

αµφίχειρας. 

 

 
 

Σχήµα 2.28  Ο κρίκος 3

38  

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.17. (Flapan) Κάθε αµφίχειρας µη προσανατολισµένος και 

εναλλασσόµενος κρίκος έχει άρτιο αριθµό ελάχιστων διασταυρώσεων. 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   Από Θεώρηµα 2.9, κάθε ανηγµένο εναλλασσόµενο διάγραµµα του κρίκου 

έχει ελάχιστο αριθµό διασταυρώσεων. Όπως αναφέραµε παραπάνω (Θεώρηµα 2.16), αν 

ο κρίκος είναι επιπλέον αµφίχειρας, τότε ο αριθµός συστροφής κάθε ανηγµένου 

εναλλασσόµενου διαγράµµατός του, 1L , πρέπει να είναι άρτιος. Άρα θα έχει είτε περιττό 

πλήθος θετικών και περιττό πλήθος αρνητικών διασταυρώσεων, είτε άρτιο πλήθος 

θετικών και άρτιο πλήθος αρνητικών διασταυρώσεων. Σε κάθε περίπτωση, ο συνολικός 

αριθµός διασταυρώσεων του 1L  είναι άρτιος και ο 1L  έχει ελάχιστο αριθµό 

διασταυρώσεων.                                                                                                                □  

 

  Εφαρµόζοντας το παραπάνω θεώρηµα στον κρίκο 2

419 , παρατηρούµε ότι υπάρχει 

ανηγµένο εναλλασσόµενο διάγραµµα του, το οποίο έχει περιττό πλήθος διασταυρώσεων 

και άρα δεν είναι αµφίχειρας. 

 

 
 

Σχήµα 2.29  Ανηγµένο εναλλασσόµενο διάγραµµα του κρίκου 2

419  

 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2.18 
 

  Το 1898, στην εργασία του για την θεωρία κόµβων, ο Tait είκασε ότι κάθε αµφίχειρας 

κόµβος ή κρίκος έχει άρτιο αριθµό ελάχιστων διασταυρώσεων. Το Θεώρηµα 2.17 δείχνει 

ότι η εικασία του Tait είναι σωστή για εναλλασσόµενους κόµβους και κρίκους, όµως οι 

Liang και Mislow (Topological chirality and achirality of links, J.Math Chem. 18, 1995) 

και οι Liang, Mislow και Flapan (Amphicheiral links with odd crossing number, J.Knot 

Theory Ramif. 7, 1998) απέδειξαν ότι υπάρχουν µη εναλλασσόµενοι κρίκοι που είναι 

αµφίχειρες και έχουν περιττό αριθµό ελάχιστων διασταυρώσεων. Ένας τέτοιος κρίκος 

είναι ο 2

619  (Σχήµα 2.30), ο οποίος είναι αµφίχειρας µη εναλλασσόµενος και έχει αριθµό 

ελάχιστων διασταυρώσεων εννέα. 

 

 

 
 

Σχήµα 2.30  Συµµετρική αναπαράσταση του µη προσανατολισµένου κρίκου 2

619  
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  Για να δούµε ότι είναι αµφίχειρας, παρατηρούµε κατ’ αρχάς ότι ο 2

619  είναι ισοτοπικός 

µε τον κρίκο που φαίνεται στο Σχήµα 2.30, αν αγνοήσουµε τον προσανατολισµό. Ο 

παραπάνω κρίκος µπορεί να θεωρηθεί ως το σύνορο δύο λωρίδων του κρίκου Moebius, 

όπου η µία λωρίδα έχει µία δεξιόστροφη µισή στροφή, ενώ η άλλη έχει µία 

αριστερόστροφη µισή στροφή. Παρατηρούµε ότι αν αγνοήσουµε τους 

προσανατολισµούς και στρέψουµε τον κρίκο κατά 90�  ως προς έναν οριζόντιο άξονα 

που διέρχεται από το κέντρο του διαγράµµατος, τότε προκύπτει η κατοπτρική εικόνα του 

κρίκου και άρα ο κρίκος 2

619  είναι αµφίχειρας, κάτι που έρχεται σε αντίθεση µε την 

εικασία του Tait. Οι Doll και Hoste (A tabulation of oriented links, Math. Compu. 57, 

1991) απέδειξαν ότι ο παραπάνω κρίκος δεν είναι αµφίχειρας όταν του δοθεί  

προσανατολισµός. Πιο συγκεκριµένα απέδειξαν ότι δεν υπάρχει προσανατολισµένος 

κρίκος µε περιττό ελάχιστο αριθµό διασταυρώσεων µικρότερο του δέκα, που να είναι 

αµφίχειρας. Οι Hoste, Thistlethwaite και Weeks (The first 1,701,936 knots, Math. Intell. 

20:4, 1998) ανακάλυψαν έναν µη εναλλασσόµενο κόµβο µε αριθµό ελάχιστων 

διασταυρώσεων ίσο µε δεκαπέντε, ο οποίος είναι αµφίχειρας. 

 

 
 

Σχήµα 2.31  Τοπολογικώς αµφίχειρας κόµβος µε 15 διασταυρώσεις 

 

  

 Είναι λοιπόν σαφές ότι η εικασία του Tait, ότι δηλαδή κάθε αµφίχειρας κρίκος έχει 

άρτιο αριθµό ελάχιστων διασταυρώσεων, είναι εσφαλµένη για µη εναλλασσόµενους 

κόµβους και κρίκους. 

 

  Τέλος, το 1997, η Corrine Cerf [6] απέδειξε ότι κάθε προσανατολισµένος κρίκος που 

αποτελείται από άρτιο αριθµό συνιστωσών δεν είναι αµφίχειρας. Υπάρχουν όµως και 

εναλλασσόµενοι προσανατολισµένοι κρίκοι αποτελούµενοι από περιττό πλήθος 

συνιστωσών, οι οποίοι δεν είναι αµφίχειρες. 

 

 

2.4 ΣΥΝΘΕΣΗ ΚΟΜΒΩΝ 
 

  Έστω δύο κόµβοι ,K L  µη ισοτοπικοί µε τον τετριµµένο. Μπορούµε να ορίσουµε έναν 

νέο κόµβο ως το συνδετικό άθροισµα των K  και L , συµβολικά #K L , αν αφαιρέσουµε 

δύο τόξα από τα διαγράµµατα των παραπάνω κόµβων και τα ενώσουµε, ώστε τα νέα 

τόξα που επιλέξαµε να µην δηµιουργούν νέες διασταυρώσεις µεταξύ τους ή µε τµήµατα 

των αρχικών κόµβων. Σηµειώνουµε ότι το συνδετικό άθροισµα κόµβων δεν εξαρτάται 

από τα σηµεία όπου αφαιρούνται τα δύο τόξα (δηλαδή είναι καλά ορισµένο). 
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Σχήµα 2.32  Συνδετικό άθροισµα κόµβων 

 

 

  Άµεση συνέπεια αυτού, είναι ότι κάθε κόµβος µπορεί να χαρακτηριστεί ως πρώτος, αν 

δεν είναι συνδετικό άθροισµα δύο άλλων κόµβων, και ως σύνθετος, αν είναι. ∆οθέντος 

ενός σύνθετου κόµβου K , µπορούµε πάντοτε να καθορίσουµε τους πρώτους παράγοντες 

που τον συνθέτουν. Έχει αποδειχτεί ότι ο αριθµός ελάχιστων διασταυρώσεων ενός 

κόµβου είναι «αθροιστική» συνάρτηση για κάποιους τύπους κόµβων, δηλαδή ισχύει 

( ) ( ) ( )#c K L c K c L= + , όπου ως άθροισµα θεωρούµε το συνδετικό άθροισµα κόµβων. 

Πράγµατι, το 1983 ο William Menasco απέδειξε ότι αυτό ισχύει για #K L  

εναλλασσόµενο κόµβο, ενώ δεν έχει ακόµα αποδειχτεί ότι η ιδιότητα αυτή ισχύει για 

όλους τους κόµβους [1]. Στον παρακάτω πίνακα βλέπουµε ότι υπάρχει µόνο ένας µη 

εναλλασσόµενος πρώτος κόµβος µε περιττό αριθµό ελάχιστων διασταυρώσεων (ο 

κόµβος του Σχήµατος 2.31). 

 

 
 

  Ένας ακόµα τρόπος στο να εντοπίζουµε αν ένας σύνθετος κόµβος είναι αµφίχειρας 

είναι να εντοπίζουµε τους πρώτους παράγοντές του και να χρησιµοποιούµε την ιδιότητα 

του πολυωνύµου HOMFLYPT, ότι δηλαδή ( ) ( ) ( )# .P K L P K P L= ⋅  Αν το γινόµενο 

αυτό δεν είναι συµµετρικό, τότε ο κόµβος #K L  δεν είναι αµφίχειρας. Μας ενδιαφέρει 

να γνωρίζουµε πότε ένας κόµβος που προκύπτει από την σύνθεση δύο αµφίχειρων 

κόµβων, είναι αµφίχειρας. Η απάντηση είναι στο παρακάτω: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.19.  Αν όλοι οι πρώτοι παράγοντές ενός σύνθετου κόµβου είναι 

αµφίχειρες, τότε ο κόµβος είναι αµφίχειρας. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Θα το δείξουµε αρχικά για δύο παράγοντες (όχι αναγκαστικά πρώτους). 

Έστω  1 2,K K  αµφίχειρες κόµβοι και έστω 1 2#K K  το συνδετικό τους άθροισµα. 

Σµικρύνουµε τον κόµβο 1K  του συνδετικού αθροίσµατος και ισοτοπούµε τον 2K  στην 

κατοπτρική του εικόνα, 2K ∗  και µεγεθύνουµε  τον 1K . Επειδή το συνδετικό άθροισµα 

είναι καλά ορισµένο, µε την παραπάνω διαδικασία θα προκύψει ο κόµβος 1 2#K K ∗ . 

Σµικρύνουµε τον κόµβο 2K ∗ , ισοτοπούµε τον 1K  στην κατοπτρική του εικόνα, 1K ∗  και 

µεγεθύνουµε τον 2K ∗ . Ο κόµβος που θα προκύψει θα είναι ο  1 2#K K∗ ∗ , που είναι η 
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σύνθεση των κατοπτρικών εικόνων των αρχικών κόµβων και είναι η κατοπτρική εικόνα 

του 1 2#K K . 

  Για n  πρώτους παράγοντες, θεωρούµε τους 1n −  ως έναν κόµβο και εφαρµόζουµε τα 

παραπάνω επιχειρήµατα και επαγωγή στο n .                                                                   □  

 

  Σαν παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τον κόµβο figure eight (κόµβος 14 ), που είναι 

αµφίχειρας (Σχήµα 1.6, Κεφάλαιο 1) και το συνδετικό του άθροισµα µε τον εαυτό του, 

1 14 # 4 . 

 

 
 

Σχήµα 2.33  Μετασχηµατισµός του συνδετικού αθροίσµατος 1 14 # 4  στη κατοπτρική 

του εικόνα 1 14 #4∗ ∗  

 

 

∆ηλαδή, 1 1 1 1 1 14 4 4 #4 4 #4∗ ∗ ∗⇒∼ ∼ . 

 

  Το αντίστροφο του Θεωρήµατος 2.19 δεν ισχύει, αφού το συνδετικό άθροισµα του 

κόµβου trefoil, που δεν είναι αµφίχειρας, µε τον εαυτό του, είναι αµφίχειρας κόµβος. 

∆ηλαδή 1 1 1 13 #3 3 #3∗ ∗
∼ . 

 

 

2.5 ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ ΚΟΜΒΩΝ 
 

  Όπως ήδη έχουµε αναφέρει αν το πολυώνυµο HOMFLYPT ενός κόµβου δεν είναι 

συµµετρικό, τότε ο κόµβος δεν είναι αµφίχειρας. Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει. 

Υπάρχουν έξι πρώτοι κόµβοι µε αριθµό διασταυρώσεων µικρότερο του έντεκα, που δεν 

είναι αµφίχειρες, αλλά έχουν συµµετρικό πολυώνυµο HOMFLYPT. Αυτοί οι κόµβοι 

είναι οι 42 48 71 91 104 1259 ,10 ,10 ,10 ,10  και 10 . Το γεγονός ότι οι κόµβοι 4810  και 9110  δεν 

είναι αµφίχειρες προκύπτει άµεσα αν υπολογίσουµε το πολυώνυµο Kauffman, που είναι 

λίγο πιο πολύπλοκο από το πολυώνυµο HOMFLYPT, αλλά αρκετά πιο «ισχυρό», καθώς 

εντοπίζει κατά 99%  όλους τους µη αµφίχειρες κόµβους µε αριθµό διασταυρώσεων 

µικρότερο του έντεκα, ενώ το πολυώνυµο HOMFLYPT εντοπίζει το 97%  αυτών. Η 

βασική ιδέα παραµένει ίδια, δηλαδή όλοι οι αµφίχειρες κόµβοι έχουν συµµετρικά 

πολυώνυµα Kauffman. Για να ανιχνεύσουµε την µη αµφιχειρία των υπόλοιπων 

τεσσάρων χρειαζόµαστε άλλες τεχνικές. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.20.  Ορίζουµε την ορίζουσα (determinant) ενός κόµβου K  ως τον αριθµό 

( ) ( )det , 2KK P i= − . 

 

  Η πληροφορία για τον αν ένας κόµβος είναι αµφίχειρας ή όχι προκύπτει από το επόµενο 

θεώρηµα, που απέδειξε ο Alexander Stoimenow στην εργασία του “Sums of two squares 

and determinants of achiral knots” (University of Toronto, 2003) και το οποίο 

παραθέτουµε χωρίς απόδειξη. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.21. 

1. Αν ( )det 0K < , τότε ο κόµβος K  δεν είναι αµφίχειρας. 

2. Αν K  αµφίχειρας κόµβος και 3  διαιρεί την ( )det K , τότε και 9  διαιρεί την ( )det K . 

3. Αν K  αµφίχειρας κόµβος, τότε ( ) ( ) { }det mod36 1,5,9,13,17, 25,29K ∈ . 

4. Ένας περιττός φυσικός αριθµός n  είναι η ορίζουσα ενός αµφίχειρα κόµβου K  αν και 

µόνο αν ο αριθµός n  γράφεται ως άθροισµα δύο τετραγώνων. Αξίζει να σηµειωθεί 

ότι κάθε κόµβος έχει περιττή ορίζουσα και για αυτό αν ένας κόµβος είναι αµφίχειρας, 

τότε η ορίζουσά του γράφεται σαν άθροισµα δύο τετραγώνων. Υπάρχουν όµως 

κόµβοι που έχουν την ιδιότητα αυτή, αλλά δεν είναι αµφίχειρες (π.χ. 48 9110 ,10 ). 

5. Το τετράγωνο ενός περιττού αριθµού ( )2 : 2 1:n n κ κ= ⋅ + ∈ℕ  είναι η ορίζουσα ενός 

αµφίχειρα εναλλασσόµενου πρώτου κόµβου αν και µόνο αν { }2 1,9,49 .n ∉  

 

  Για παράδειγµα, το πολυώνυµο HOMFLYPT του κόµβου 429  είναι 

( ) ( )2 2 2 2 2 4

429 2 3 2 4P l l l l m m− −= − ⋅ − − ⋅ + + + ⋅ − , το οποίο είναι συµµετρικό ως προς  l . 

Είναι όµως: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 42 2 2 2

42det 9 , 2 2 3 2 4 2 2 7P i i i i i− −= − = − ⋅ − − ⋅ + + + ⋅ − − − = −  και 

αφού 
1 ο ς κα νό να ς 

7 0− < ⇒ ο κόµβος 429  δεν είναι αµφίχειρας. Οµοίως µπορούµε να 

δείξουµε ότι και ο κόµβος 12510  δεν είναι αµφίχειρας. Το ότι οι κόµβοι 71 10410 ,10  δεν 

είναι αµφίχειρες, προκύπτει από το γεγονός ότι οι ορίζουσές τους δεν είναι αποτέλεσµα 

αθροίσµατος δύο τετραγώνων, ενώ για τον κόµβο 4810 , προκύπτει εναλλακτικά από τον 

5
ο
 κανόνα και επειδή ( )48det 10 49.=  

 

 

2.6 ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ CONWAY ΚΑΙ ΥΠΟΓΡΑΦΕΣ ΚΟΜΒΩΝ 

 

  Για 58 χρόνια το πολυώνυµο µιας µεταβλητής Alexander, ( )K t∆  ήταν η µόνη γνωστή 

πολυωνυµική αναλλοίωτη. Ένας αµφίχειρας κόµβος έχει πάντα το ίδιο πολυώνυµο 

Alexander µε την κατοπτρική του εικόνα και γι’ αυτόν τον λόγο οι µαθηµατικοί πίστευαν 

ότι το παραπάνω πολυώνυµο δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον εντοπισµό 

αµφίχειρων κόµβων.  

 

  Το πολυώνυµο Alexander σχετίζεται µε το πολυώνυµο Conway, συµβολικά ( )K z∇ , το 

οποίο µπορεί να υπολογιστεί απευθείας από το διάγραµµα ενός κόµβου µε τη χρήση δύο 

αξιωµάτων: 
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1. Αν K  είναι ο τετριµµένος κόµβος, τότε ( ) 1K z∇ = . 

2. Έστω τρεις κόµβοι , ,K K K+ −  οι οποίοι ταυτίζονται εκτός µιας περιοχής στην οποία 

έχουν την µορφή του Σχήµατος 2.34 τότε τα πολυώνυµά τους συνδέονται µε τη 

σχέση skein: K K Kz
+ −

∇ −∇ = ∇ . 

 

 
 

Σχήµα 2.34  Οι κόµβοι , ,K K K+ −  

 

 

Η αντικατάσταση µιας διασταύρωσης µε δύο τόξα τα οποία δεν διασταυρώνονται 

καλείται εξοµάλυνση (smoothing). 

 

  Για το πολυώνυµο Conway αποδεικνύονται τα παρακάτω, τα οποία παραθέτουµε χωρίς 

απόδειξη. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.22. 

1. Αν L  διαχωρίσιµος κρίκος µε n  συνιστώσες, τότε 0L∇ = . 

2. Κάθε κόµβος έχει µία «αποσύνθεση», σύµφωνα µε τη σχέση  skein, σε τετριµµένους 

κόµβους και κρίκους, και άρα το πολυώνυµο Conway µπορεί να υπολογιστεί 

επαγωγικά από τα αξιώµατα. 

3. Ισχύει ότι 
1 2 1 2#K K K K∇ = ∇ ⋅ ∇ . 

4. Ισχύει ότι 
K K′∇ = ∇ , όπου K ′  ο αντίστροφος του K . 

5. Ισχύει ότι, ( ) ( )KK
z z∗∇ = ∇ − , όπου K ∗  η κατοπτρική εικόνα του K . 

6. Έστω L  κρίκος µε n  συνιστώσες. Τότε ( ) ( ) ( )1
1

n

L L
z z

+
∇ − = − ∇ . 

 

  Τα πολυώνυµα Conway και Alexander συνδέονται µε τη σχέση ( ) 1
K K

t t
t

 
∆ = ∇ − 

 
, 

και γι’ αυτό το λόγο το πολυώνυµο Conway συχνά καλείται πολυώνυµο Alexander – 

Conway. Η σχέση που συνδέει τα πολυώνυµα Conway και HOMFLYPT  είναι η εξής: 

( ) ( )( )1 1
2 2,

K K
z P i i z z

−
∇ = − , και εποµένως η ορίζουσα ενός κόµβου K  που ορίσαµε στη 

προηγούµενη παράγραφο µπορεί να υπολογισθεί και από τη σχέση: ( ) ( )det 1KK = ∇ − . 

 

  Από το 5 και 6 του Θεωρήµατος 2.22 προκύπτει άµεσα ότι κάθε κρίκος µε άρτιο αριθµό 

συνιστωσών και µη µηδενικό πολυώνυµο Conway δεν µπορεί να είναι αµφίχειρας. 

   

Ορίζουµε την υπογραφή ενός κόµβου, που αποτελεί αναλλοίωτη κόµβων, µέσω του 

πολυωνύµου Alexander ως εξής. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.23.  Η υπογραφή ενός κόµβου K , ( )Kσ , είναι ο άρτιος, ακέραιος αριθµός 

που ορίζεται από τα παρακάτω αξιώµατα. 

1. Αν K  είναι ο τετριµµένος κόµβος, τότε ( ) 0Kσ = . 

2. Αν 
0, ,D D D+ −  skein διαγράµµατα του κόµβου όπως ορίστηκαν παραπάνω, 

τότε: 

( ) ( ) ( )2D D Dσ σ σ− + −− ≤ ≤  

     Επειδή ( )Kσ  άρτιος έπεται ότι είτε ( ) ( )D Dσ σ+ −= , είτε ( ) ( ) 2D Dσ σ+ −= − . 

3. Αν ( )K t∆  είναι το πολυώνυµο Alexander του κόµβου K , τότε 

( )( ) ( )
( )

21 1
K

Ksign
σ

∆ − = − . 

 

  Θα υπολογίσουµε, για παράδειγµα την υπογραφή του δεξιόστροφου trefoil. 

Υπολογίζουµε το πολυώνυµο Conway: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1
2 2

0
1 1

O

OO

z

K O OO O K
z

z z z z z z z z
∇ =

∇ =
∇ = ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇ ⇒ ∇ = + . Και από τη σχέση 

( ) 1
K K

t t
t

 
∆ = ∇ − 

 
 έπεται ότι το πολυώνυµο Alexander του δεξιόστροφου trefoil 

είναι ( )
2

11
1 1K t t t t

t

− 
∆ = + − = − + 

 
. Έτσι, ( )1 3K∆ − = −  και εποµένως 

( )( )1 1Ksign ∆ − = − . Από το 2 του Ορισµού 2.23 έπεται ότι: 

είτε ( ) ( ) 0 
L unknot

L Lσ σ
−

+ −= =
∼

, είτε ( ) ( ) 2 2L Lσ σ+ −= − = − . 

Και επειδή ( )( ) ( )
( )

( )
( )

2 21 1 1 1
D D

Ksign
σ σ+ +

∆ − = − ⇒ − = −  έχουµε ότι ( ) 2Dσ + = − . 

 

  Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουµε ότι η υπογραφή του αριστερόστροφου trefoil είναι 2+ . 

Και επειδή η υπογραφή κόµβων αποτελεί αναλλοίωτη έπεται ότι ο αριστερόστροφος και 

ο δεξιόστροφος κόµβος trefoil είναι διαφορετικοί. 

 

Για τις υπογραφές κόµβων ισχύουν τα παρακάτω, τα οποία παραθέτουµε χωρίς απόδειξη. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.24. 

1. Ισχύει ότι ( ) ( ) ( )1 2 1 2#K K K Kσ σ σ= + . 

2. Ισχύει ότι  ( ) ( )K Kσ σ∗ = − , όπου K ∗  η κατοπτρική εικόνα του K . 

3. Ισχύει ότι ( ) ( )K Kσ σ′ = , όπου K ′  ο αντίστροφος του K . 

 

Το παραπάνω παράδειγµα επιβεβαιώνει το 2 του Θεωρήµατος 2.24. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.25.  Αν ένας κόµβος K  είναι αµφίχειρας, τότε ( ) 0Kσ = . 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Αν K  αµφίχειρας, τότε K K ∗
∼  και άρα ( ) ( )K Kσ σ ∗= . Από το 2 του 

Θεωρήµατος 2.24 όµως είναι ( ) ( )K Kσ σ∗ = −  και άρα ( ) ( ) ( )K K Kσ σ σ∗= = − , 

δηλαδή ( ) 0Kσ = .                                                                                                             □  

 

  Θα υπολογίσουµε τώρα, την υπογραφή του κόµβου figure 8. Αρχικά, υπολογίζουµε το 

πολυώνυµο Conway του κόµβου figure 8, βλέπε Σχήµα 2.35: 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 21K O OO Oz z z z z z z∇ =∇ + ⋅∇ − ⋅∇ = −  και από την σχέση 

( ) 1
K Kt t

t

 
∆ = ∇ − 

 
 υπολογίζουµε το πολυώνυµο Alexander του κόµβου figure 8: 

( ) ( )
2

11
1 3K Kt t t t t

t

− 
∆ = − − ⇒ ∆ = − + − 

 
 και άρα ( )1 5K∆ − = . Εποµένως 

( )( )1 1Ksign ∆ − = . Από το 3 του Ορισµού 2.23 είναι ( )( ) ( )
( )

21 1
K

Ksign
σ

∆ − = − , 

δηλαδή ( )
( )

( )21 1 0
K

K
σ

σ= − ⇒ = , αποτέλεσµα που ήταν αναµενόµενο αφού ο κόµβος 

figure 8 είναι αµφίχειρας (Πρόταση 2.25). 

 

 
 

Σχήµα 2.35  Spanning tree του κόµβου figure 8 

 

  Υπάρχουν και άλλοι τρόποι να εντοπίζει κανείς αν ένας κόµβος είναι αµφίχειρας ή όχι, 

όπως οι αναλλοίωτες Milnor και οι αναλλοίωτες Vassiliev περιττού βαθµού (Jiang, Lin, 

Wang, Wu, Achirality of Knots and Links, Elsevier Science, 2002), αλλά δεν θα 

αναλυθούν στα πλαίσια της παρούσης εργασίας. 

 

  ∆εν υπάρχει µέχρι και σήµερα µία µοναδική µέθοδος, η οποία να µας οδηγεί πάντα σε 

συµπέρασµα για το αν ένας κόµβος ή κρίκος ή εµφυτευµένο γράφηµα είναι αµφίχειρας ή 

όχι, αλλά διάφοροι συνδυασµοί των παραπάνω τεχνικών µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

και να βοηθήσουν στο να οδηγηθούµε σε ασφαλή συµπεράσµατα. Όµως, οι τεχνικές που 

αναπτύξαµε στο κεφάλαιο αυτό, όπως για παράδειγµα το P -πολυώνυµο και η 

αναλλοίωτη ( )T G , δεν εντοπίζουν την µη αµφιχειρία κάθε µη αµφίχειρου εµφυτευµένου 
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γραφήµατος. Για παράδειγµα, η µοριακή σκάλα Moebius, nM   µε n  συνδέσεις και µε 

µία διασταύρωση (Σχήµα 3.3). Το σύνολο ( )nT M  θα αποτελείται από τετριµµένους 

κόµβους και κρίκους. Άρα θα χρειαστεί να αναπτύξουµε άλλες τεχνικές για να µπορούµε 

να εντοπίζουµε εάν ένα τέτοιο µοριακό γράφηµα έχει ή δεν έχει την ιδιότητα της 

αµφιχειρίας. 
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3 

 

ΣΚΑΛΕΣ MOEBIUS 

 

 
  Αν και η θεωρία των διακλαδιζόµενων καλυµµάτων µε δύο φύλλα (twofold branched 

covers) είναι γνωστή αρκετά χρόνια, η ιδέα να χρησιµοποιηθεί ώστε να αποδειχθεί εάν 

ένα µόριο είναι τοπολογικώς αµφίχειρας εισήχθη από τον Jon Simon το 1986 στη µελέτη 

του για τις µοριακές σκάλες Moebius. Το 1982 οι Walba, Richards και Haltiwanger 

κατασκεύασαν το πρώτο µόριο µε δοµή σκάλας Moebius µε τρεις εγκάρσιες συνδέσεις, 

του οποίου το γράφηµα δεν είναι επίπεδο και παρουσιάζεται στα αριστερά του Σχήµατος 

3.1. 

 

 
 

Σχήµα 3.1  Μοριακή σκάλα Moebius και η κατοπτρική της εικόνα 

 

 

  Το 1983 ο Walba κατέληξε στο συµπέρασµα ότι το µοριακό γράφηµα που αναπαριστά 

µια σκάλα Moebius είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρο, συµπέρασµα που προέκυψε κυρίως 

από εργαστηριακές µελέτες. Παρ’ όλα αυτά δεν µπόρεσε να το αποδείξει, και το 

ερώτηµα παρέµεινε αναπάντητο για τρία χρόνια, µέχρι την εργασία του Jon Simon. 

  Στο παρόν κεφάλαιο θα αναλύσουµε την απόδειξη του Jon Simon, ότι δηλαδή 

εµφυτευµένα γραφήµατα που αντιπροσωπεύουν µοριακές σκάλες Moebius µε τρεις ή 

περισσότερες συνδέσεις δεν είναι τοπολογικώς αµφίχειρα (και άρα ούτε και χηµικώς). 

Επίσης, θα αναφερθούµε στην τοπολογική αµφιχειρία κάποιων µοριακών γραφηµάτων 

που σχετίζονται µε τις σκάλες Moebius. 

 

 

3.1 ∆ΙΑΚΛΑ∆ΙΖΟΜΕΝΑ ΚΑΛΥΜΜΑΤΑ ΜΕ ∆ΥΟ ΦΥΛΛΑ 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.  Μια ταινία Moebius είναι µια εµφύτευση του κυκλικού δακτυλίου 

[ ]1 1,1S × −  στον 3
ℝ , έτσι ώστε ο κεντρικός κύκλος { }1 0S ×  να παραµένει τετριµµένος 

στην εµφύτευση και το σύνορο της εικόνας να έχει µία διασταύρωση. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.2.  Μια σκάλα Moebius, nM , είναι το γράφηµα εκείνο που αποτελείται από 

µία απλή κλειστή καµπύλη Κ µε 2n  κορυφές και n  επιπλέον πλευρές 1 2, ,..., na a a , 

τέτοιες ώστε: αν οι κορυφές του Κ είναι αριθµηµένες 1,2,..., 2n , τότε οι κορυφές κάθε 

πλευράς ia  θα είναι οι ,i i n+ . Καλούµε την καµπύλη Κ βρόγχο της nM  και τις πλευρές 

1 2, ,..., na a a  συνδέσεις της nM . 
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  Στην παρακάτω εικόνα παρουσιάζεται η σκάλα Moebius 3M , ως αφηρηµένο 

γράφηµα. 

 
 

Σχήµα 3.2  Η σκάλα Moebius 3M  

 

 

  Ο ορισµός της σκάλας Moebius δεν εξαρτάται από τον τρόπο αρίθµησης των 

κορυφών. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.3.  Καλούµε µία εµφύτευση µιας σκάλας Moebius στην 3S  κανονική 

(standard), αν είναι της µορφής που παρουσιάζεται στο Σχήµα 3.3 ή της κατοπτρικής 

της εικόνας. 

 

 
 

Σχήµα 3.3  Κανονική εµφύτευση της nM  

 

 

  Ας θεωρήσουµε µία κανονική εµφύτευση G  µιας σκάλας Moebius 3M . Τότε, 

θεωρώντας τις συνδέσεις ως απλές πλευρές του γραφήµατος αποδεικνύεται εύκολα 

ότι το γράφηµα αυτό είναι ισοτοπικό µε την κατοπτρική του εικόνα, βλέπε Σχήµα 3.4. 

∆ηλαδή, υπάρχει οµοιοµορφισµός h  του 3
ℝ , που αντιστοιχεί πλευρές σε πλευρές και 

κορυφές στον εαυτό τους, τέτοιος ώστε ( )h G G∗= . 
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Σχήµα 3.4  Συµµετρική αναπαράσταση της 3M  

 

 

Κάτι τέτοιο όµως δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε µοριακές σκάλες Moebius, διότι οι 

συνδέσεις αναπαριστούν διαφορετικού είδους χηµικούς δεσµούς από τις πλευρές. Για 

χηµικούς λοιπόν σκοπούς ξεχωρίζουµε τις συνδέσεις του γραφήµατος και απαιτούµε 

κάθε οµοιοµορφισµός µιας σκάλας Moebius να απεικονίζει συνδέσεις σε συνδέσεις. 

Πιο συγκεκριµένα, ένας οµοιοµορφισµός θα απεικονίζει κάθε πλευρά που περιέχεται 

στον βρόγχο Κ σε πλευρά που επίσης περιέχεται στον βρόγχο K  και γειτονικές 

πλευρές θα απεικονίζονται σε γειτονικές πλευρές. Εποµένως, ο βρόγχος K  

διατηρείται από κάθε τέτοιο οµοιοµορφισµό και αντίστροφα. 

  Το ερώτηµα που δηµιουργείται τώρα είναι αν για µία κανονική εµφύτευση σκάλας 

Moebius nM  υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός που να αντιστρέφει τον προσανατολισµό 

( ) ( )3 3: , ,n nh M M→ℝ ℝ  τέτοιος ώστε ( )h K K= . Προφανώς ένας τέτοιος 

οµοιοµορφισµός υπάρχει για 1n = , αλλά και για 2n = , όπως φαίνεται στο παρακάτω 

σχήµα. 

 

 
 

Σχήµα 3.5  Μετασχηµατισµός της 2M  στη κατοπτρική της εικόνα 
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  Ο Jon Simon απέδειξε το παρακάτω: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.4. (Simon; 1986)  Έστω nM  µία κανονική εµφύτευση µιας σκάλας 

Moebius στο 3S  µε 3n ≥  και βρόγχο K . Τότε, δεν υπάρχει οµοιοµορφισµός που να 

αντιστρέφει τον προσανατολισµό ( ) ( )3 3: , ,n nh S M S M→  τέτοιος ώστε ( )h K K= . 

 

ΛΗΜΜΑ 3.5.  Για κάθε 4n ≥ , κάθε αυτοµορφισµός των κορυφών του γραφήµατος 

nM  αφήνει τον βρόγχο Κ συνολοθεωρητικά αναλλοίωτο. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   Έστω ένας αυτοµορφισµός A  της nM  που δεν αφήνει το βρόγχο K  

συνολοθεωρητικά αναλλοίωτο. Τότε ο Α θα απεικονίζει τον K  σε µία άλλη κλειστή 

καµπύλη H  µε 2n  κορυφές, έτσι ώστε η nM  να είναι σκάλα Moebius µε βρόχο H . 

Επειδή H K≠ , έπεται ότι υπάρχει µία πλευρά ia H∈ τέτοια ώστε ia K∉ . Άρα, η 

πλευρά ia  είναι µία σύνδεση στην εµφύτευση της σκάλας Moebius µε βρόγχο K  και 

εποµένως έχει κορυφές i  και i n+ . Επειδή ο βρόγχος H  είναι απλή κλειστή 

καµπύλη, θα υπάρχει ακριβώς µία πλευρά, διαφορετική της ia , µε κορυφή i . Η 

πλευρά 1ie −  µε κορυφές 1i −  και i  και η πλευρά ie  µε κορυφές i  και 1i +  είναι οι 

µοναδικές πλευρές της nM  που περιέχουν την κορυφή i . Στο Σχήµα 3.6 

παρουσιάζονται οι πλευρές αυτές σε ένα σχήµα, που για απλότητα έχουµε παραλείψει 

τις υπόλοιπες συνδέσεις. 

 

 
 

Σχήµα 3.6  Οι πλευρές που συνδέονται µε την ia  

 

 

  Χωρίς βλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο βρόγχος Η 

περιλαµβάνει την πλευρά 1ie −  αλλά όχι την ie . Όµοια, επειδή ο βρόγχος H  περιέχει 

την κορυφή i n+ , θα έχει ακριβώς µία ακόµη πλευρά, διαφορετική της ia , µε κορυφή 

την i n+ . Άρα, ο H  θα περιλαµβάνει είτε την πλευρά 1i ne + −  µε κορυφές τις 1i n+ −  

και i n+ , είτε την πλευρά i ne +  µε κορυφές τις i n+  και 1i n+ + . 

  Εξετάζουµε τις δύο αυτές περιπτώσεις ξεχωριστά. 

 

1. Ο βρόγχος H  περιέχει την πλευρά 1i ne + − . 
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  Από την υπόθεση, ο βρόγχος H  περιέχει τις ακόλουθες πλευρές: την πλευρά 

1ie −  µε κορυφές 1i −  και i , την πλευρά ia  µε κορυφές την i  και i n+  και την 

πλευρά 1i ne + −  µε κορυφές i n+  και 1i n+ − . Αν ο H  περιείχε και την πλευρά 

1ia −  του γραφήµατος nM , τότε ο Η θα περιείχε µία απλή κλειστή καµπύλη 

αποτελούµενη από τις πλευρές 1 1, ,i i i ne a e− + −  και 1ia − , όπως φαίνεται στο Σχήµα 

3.7. 

 

 
 

Σχήµα 3.7  Μια απλή κλειστή καµπύλη που αποτελείται από τις πλευρές 

1 1 1, , ,i i i n ie a e a− + − −  

 

 

Αυτό όµως είναι αδύνατο γιατί ο H  είναι µία απλή κλειστή καµπύλη που 

περιέχει 2n  πλευρές και 4n ≥ . Τότε ο H  δεν περιέχει την πλευρά 1ia − . Άρα, 

στη σκάλα Moebius µε βρόχο H , η πλευρά 1ia −  αποτελεί σύνδεση του 

γραφήµατος. Αν ο βρόγχος H  κοπεί σε δύο τµήµατα στις κορυφές µίας 

σύνδεσης, τότε κάθε τµήµα θα περιέχει n  το πλήθος πλευρές. Είδαµε όµως 

ότι οι πλευρές 1 1, ,i i i ne a e− + −  και 1ia −  ορίζουν µία απλή κλειστή καµπύλη, και 

άρα αφαιρώντας τις κορυφές της σύνδεσης 1ia − , το ένα από τα δύο τµήµατα, 

στα οποία χωρίζεται ο H , θα περιέχει µόνο τις πλευρές 1 1, ,i i i ne a e− + − , άτοπο 

αφού 4n ≥ . Άρα ο βρόγχος H  δεν µπορεί να περιέχει την πλευρά 1i ne + − . 

 

2. Ο βρόγχος H  περιέχει την πλευρά i ne + . 

 

  Εφόσον ο βρόγχος H  περιέχει κάθε κορυφή του γραφήµατος nM , θα περιέχει 

και την κορυφή 1i + . Ως κλειστή καµπύλη, ο H  θα περιέχει δύο πλευρές µε 

κορυφή την 1i + . Υποθέσαµε ότι ο βρόγχος H  περιέχει την πλευρά 1ie − , αλλά 

όχι την πλευρά ie , συνεπώς θα πρέπει να περιέχει την σύνδεση 1ia +  (Σχήµα 3.8). 
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Σχήµα 3.8  Οι πλευρές 1, ,i i n ia e a+ +  

 

 

Επειδή ο βρόγχος H  δεν περιέχει την ie , η πλευρά αυτή θα είναι µια σύνδεση 

σε αυτήν την εµφύτευση της σκάλας Moebius. Όπως είδαµε, αφαιρώντας τις 

κορυφές της σύνδεσης ie , ο βρόγχος H  θα χωριστεί σε δύο τµήµατα, καθένα 

από τα οποία περιέχει n  πλευρές. Το ένα τµήµα iH e−  θα περιέχει µόνο τις 

πλευρές ,i i na e +  και 1ia + , άτοπο αφού 4n ≥ . Άρα ο βρόγχος H  δεν περιέχει 

ούτε την πλευρά i ne + . Εποµένως, δεν υπάρχει ο οµοιοµορφισµός που 

υποθέσαµε.                                                                                                       □  

   

  Το Λήµµα 3.5 αποδεικνύει ότι κάθε αυτοµορφισµός του nM  απεικονίζει πλευρές 

της σκάλας Moebius σε πλευρές και συνδέσεις σε συνδέσεις, δηλαδή για κάθε 4n ≥  

υπάρχει ένας µόνο τρόπος επιλογής του βρόγχου K . 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.6.  Αν υπάρχει οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3 : , ,n nh M M→ℝ ℝ  για 4n ≥ , 

τότε ( )h K K= . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένας τέτοιος οµοιοµορφισµός  h . Τότε ο 

h  επάγει έναν αυτοµορφισµό στις κορυφές του nM  και από το Λήµµα 3.5, ο 

αυτοµορφισµός αυτός θα αφήνει το βρόγχο K  συνολοθεωρητικά αναλλοίωτο.       □  

   

 ∆ίνουµε τώρα κάποιους ορισµούς και παραδείγµατα που θα µας βοηθήσουν να 

ορίσουµε τα διακλαδιζόµενα καλύµµατα µε δύο φύλλα που απαιτούνται για την 

απόδειξη του Θεωρήµατος 3.4. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.7.  Έστω pM ⊆ ℝ  για κάποιο p∈ℕ  και έστω n∈ℕ . Το Μ καλείται 

n -πολλαπλότητα ( n -manifold) αν κάθε σηµείο του Μ περιέχεται σε ένα ανοιχτό 

υποσύνολο U του M, το οποίο είναι οµοιοµορφικό είτε µε τον n
ℝ , είτε µε τον n

+ℝ  

(στην περίπτωση που έχει µη τετριµµένο σύνορο). 

 

  Μια n -πολλαπλότητα λοιπόν είναι ο χώρος που τοπικά µοιάζει µε τον n
ℝ  ή τον 

n

+ℝ . Ο κύκλος και η ευθεία αποτελούν παραδείγµατα 1-πολλαπλοτήτων, ο τόρος, η 

λωρίδα Moebius και ο κυκλικός δακτύλιος αποτελούν παραδείγµατα 2-

πολλαπλοτήτων (ή αλλιώς επιφανειών) και τα 3 3,S B  καθώς και ο στερεός τόρος 

αποτελούν παραδείγµατα 3-πολλαπλοτήτων. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 3.8.  Έστω nM ⊆ ℝ  και :h M M→ οµοιοµορφισµός. Για κάθε φυσικό 

αριθµό r , ορίζουµε ...rh h h h= � � � , r  φορές. Αν ακόµα, r  είναι ο ελάχιστος 

φυσικός αριθµός τέτοιος ώστε ο rh να είναι η ταυτοτική απεικόνιση, τότε λέµε ότι ο 

οµοιοµορφισµός h  έχει βαθµό ίσο µε r . Αν δεν υπάρχει τέτοιος αριθµός, τότε λέµε 

ότι ο h  δεν έχει πεπερασµένο βαθµό. 

 

  Παραθέτουµε αρχικά τρία παραδείγµατα διακλαδιζόµενων καλυµµάτων στον 2
ℝ : 

 

  Έστω M  ο κυκλικό δακτύλιος που προκύπτει αν αφαιρεθεί το εσωτερικό ενός 

µοναδιαίου δίσκου από ένα δίσκο ακτίνας 2 . Τα σηµεία του M  εκφράζονται σε 

πολικές συντεταγµένες ως ( ),r ∂ , µε 1 2r≤ ≤ . Ορίζουµε τον βαθµού 2 

οµοιοµορφισµό :h M M→  ως ( ) ( ), , 180h r r∂ = ∂ + � . Ορίζουµε στη συνέχεια την 

απεικόνιση :p M M→  ως ( ) ( ), , 2p r r∂ = ∂ . Οι απεικονίσεις h  και p  ικανοποιούν 

την εξής σχέση: 

                           ,x y M∀ ∈ , ( ) ( ) ( ) ή  x .p x p y x y h y= ⇔ = =                              ( )∗  

Έστω 1M  η επιφάνεια που προκύπτει αν κόψουµε τον M  κατά µήκος µιας γραµµής 

της µορφής: ( ){ },0  τ.ώ. 1 2L r r= ≤ ≤ . Μπορούµε να θεωρήσουµε την 1M  ως το 

µισό κυκλικό δακτύλιο M  και έστω 2M  ένα αντίγραφό της. Η M  προκύπτει µε την 

ένωση των 1M  και 2M  κατά µήκος των συνόρων τους στο L . Παρατηρούµε ότι ο 

οµοιοµορφισµός  h  εναλλάσσει τα 1M  και 2M , ενώ η απεικόνιση p  τα απεικονίζει 

στον M , βλέπε Σχήµα 3.9. Σ’ αυτό το παράδειγµα, ο M  είναι το κάλυµµα µε δύο 

φύλλα του εαυτού του. 

 

 
 

Σχήµα 3.9  Η απεικόνιση p  απεικονίζει τα 1M  και 2M  στον M  

 

  Έστω τώρα ,M N  κυκλικοί δίσκοι, από τους οποίους έχουν αφαιρεθεί τρεις, 

αντίστοιχα δύο κυκλικοί δίσκοι, όπως απεικονίζονται Σχήµα 3.10. Ο κεντρικός 

δίσκος του M  έχει ακτίνα 1. Έστω ( ),r ∂  σύστηµα πολικών συντεταγµένων και 

έστω ο οµοιοµορφισµός :h M M→ , µε ( ) ( ), , 180  ,  1 2h r r rθ θ= + ≤ ≤� . Ο h  είναι 

βαθµού δύο και προκαλεί µία περιστροφή 180�  γύρω από το κέντρο του µεσαίου 

δίσκου. Έστω τώρα 1M  η επιφάνεια που προκύπτει αν κόψουµε την Μ  κατά µήκος 

µίας κεντρικής γραµµής L  και 2M  ένα αντίγραφο αυτής, όπως παρουσιάζεται 

παρακάτω. Ορίζουµε :p M M→  µε ( ) ( ), , 2p r rθ θ= , την απεικόνιση µη 
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πεπερασµένου βαθµού, που στέλνει κάθε ένα από τα 1M  και  2M  στο Ν. Η p  είναι 

συνεχής απεικόνιση 2 1− , όµως ο περιορισµός της στο 1M  είναι οµοιοµορφισµός. 

 

 
 

Σχήµα 3.10  Η απεικόνιση p  στέλνει τα 1M  και  2M  στο N  

 

 

Οι απεικονίσεις h  και p  ικανοποιούν την σχέση ( )∗ . Αυτό είναι ένα παράδειγµα 2-

πολλαπλοτήτων όπου το M  είναι κάλυµµα µε δύο φύλλα του N . 

 

  Έστω, τέλος, M  ένας µοναδιαίος κυκλικός δίσκος και, όπως πριν, έστω ο 

οµοιοµορφισµός ( ) ( ), , 180h r rθ θ= + �  και η απεικόνιση ( ) ( ), , 2p r rθ θ= , οι οποίες 

ικανοποιούν την σχέση ( )∗ . Έστω, τώρα, 1M  η επιφάνεια που προκύπτει αν κοπεί ο 

M  κατά µήκος µίας ακτίνας του και εφαρµόσουµε πάνω του την απεικόνιση 

( ) ( )1, ,
2

q r r∂ = ∂ , και έστω 2M  ένα αντίγραφο αυτής. Ο κυκλικός δίσκος M  

προκύπτει από την ένωση των 1M  και 2M , βλέπε Σχήµα 3.11. Ο οµοιοµορφισµός h  

εναλλάσσει τα 1M  και 2M , διατηρώντας σταθερό το κέντρο του κυκλικού δίσκου, 

ενώ η απεικόνιση p  απεικονίζει τα 1M  και 2M  στον M . Ο M  εδώ είναι 

διακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο φύλλα του εαυτού του µε σύνολο διακλάδωσης το 

κέντρο του. 

 

M1 M2 MM1 M2 M

 
 

 

h(x)
M1

M2

p(x)

M

h(x)
M1

M2

p(x)

M

 
 

Σχήµα 3.11  ∆ιακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο φύλλα του M  µε σύνολο διακλάδωσης 

το κέντρο του 
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∆ίνουµε τώρα τον ορισµό για 3-πολλαπλότητες: 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.9.  Έστω M  και N  3-πολλαπλότητες και έστω :h M M→  

οµοιοµορφισµός που διατηρεί τον προσανατολισµό βαθµού δύο. Έστω ακόµα 

:p M N→  απεικόνιση τέτοια ώστε ( ) ( ) ( ) ή  p x p y x y h x y= ⇔ = = . Υποθέτουµε 

ότι η απεικόνιση p είναι συνεχής και απεικονίζει ανοιχτά σύνολα σε ανοιχτά σύνολα. 

Έστω Α το σύνολο ( ){ } τ.ώ. A x M h x x= ∈ = . Αν το σύνολο Α είναι το κενό σύνολο, 

τότε λέµε ότι το M  είναι κάλυµµα µε δύο φύλλα (twofold cover)  του N . Αν 

( )B p A=  είναι µία 1-πολλαπλότητα, τότε λέµε ότι το M  είναι διακλαδιζόµενο 

κάλυµµα µε δύο φύλλα (twofold branched cover)  του N  διακλαδιζόµενο πάνω στο B . 

Το B  λέγεται σύνολο διακλάδωσης (branching set) και βρίσκουµε ένα µόνο 

αντίγραφό του στο κάλυµµα M . Σε κάθε περίπτωση η p  καλείται προβολική 

απεικόνιση (projection map), το N  χώρος βάσης (base space) και η  h  ενέλιξη 

κάλυψης  (covering involution). 

 

  Για παράδειγµα θα κατασκευάσουµε το διακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο φύλλα της 
3N S=  διακλαδιζόµενο πάνω στον τετριµµένο κόµβο K . Ονοµάζουµε µεσηµβρινό 

(meridian) ενός στερεού τόρου µία απλή κλειστή καµπύλη στο σύνορο του στερεού 

τόρου, η οποία αποτελεί σύνορο ενός δίσκου στο εσωτερικό του, αλλά δεν αποτελεί 

σύνορο δίσκου στην επιφάνεια του. Ονοµάζουµε παράλληλο (longitude) ενός στερεού 

τόρου µία απλή κλειστή καµπύλη στο σύνορο του στερεού τόρου, η οποία αποτελεί 

σύνορο µιας προσανατολισµένης επιφάνειας στο συµπληρωµατικό του στερεού 

τόρου, αλλά δεν αποτελεί σύνορο δίσκου στην επιφάνεια του (Σχήµα 3.12). Ορίζουµε 

τώρα ως µεσηµβρινή περιστροφή (meridian rotation) ενός στερεού τόρου την 

περιστροφή που απεικονίζει κάθε µεσηµβρινό δίσκο στον εαυτό του, διατηρώντας 

σταθερό το κέντρο, ενώ απεικονίζει κάθε παράλληλο σε κάποιον άλλο παράλληλο. 

Αντίστοιχα ορίζουµε ως παράλληλη περιστροφή (longitudinal rotation) ενός στερεού 

τόρου την περιστροφή εκείνη που απεικονίζει κάθε παράλληλο στον εαυτό της, ενώ 

κάθε µεσηµβρινό δίσκο σε έναν άλλο µεσηµβρινό δίσκο. 

 

 
 

Σχήµα 3.12  Ο µεσηµβρινός και ο παράλληλος ενός στερεού τόρου 

 

 

Για την κατασκευή του διακλαδιζόµενου καλύµµατος µε δύο φύλλα της 3S  

διακλαδιζόµενο πάνω στον τετριµµένο κόµβο K  θα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός 

ότι η 3S  προκύπτει από την ένωση δύο τετριµµένων στερεών τόρων, έτσι ώστε ο 

παράλληλος του ενός να ενώνεται µε τον µεσηµβρινό του άλλου. Ο ένας στερεός 
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τόρος απεικονίζεται στο Σχήµα 3.12, ενώ ο άλλος είναι ο συµπληρωµατικός του στην 
3S . 

  Έστω V  ένας στερεός τόρος µε κεντρική καµπύλη τον τετριµµένο κόµβο K , και W  

ο συµπληρωµατικός του V  στην 3S . Ο κύκλος K  θα είναι το σύνολο διακλάδωσης 

του διακλαδιζόµενου καλύµµατος µε δύο φύλλα, και επειδή ο K  είναι η κεντρική 

καµπύλη του V , το διακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο φύλλα της 3S  διακλαδιζόµενο 

πάνω στον τετριµµένο κόµβο K  θα προκύπτει από την ένωση του καλύµµατος µε 

δύο φύλλα του W  και του διακλαδιζόµενου καλύµµατος µε δύο φύλλα του V  

διακλαδιζόµενο πάνω στον K . 

 

  ∆είχνουµε αρχικά ότι το διακλαδιζόµενο κάλυµµα του στερεού τόρου V  

διακλαδιζόµενο πάνω στον τετριµµένο κόµβο K  είναι ένας άλλος στερεός τόρος, 

έστω U . Για να το δούµε αυτό, έστω l  ένας παράλληλος στην επιφάνεια του V . Ο l  

και η K  ορίζουν ένα κυκλικό δακτύλιο στο εσωτερικό του V . Κόβουµε τον V  κατά 

µήκος αυτό του δακτυλίου και εφαρµόζουµε στις εγκάρσιες τοµές την αντίστοιχη 

κατασκευή της δισδιάστατης περίπτωσης, όπου M  ήταν ένας κυκλικός δίσκος. Το 

αποτέλεσµα στον V  θα είναι να ανοίξει σαν να είχε κοπεί στη µέση από ένα 

οριζόντιο επίπεδο. Παίρνοντας δύο αντίγραφα από αυτά και κολλώντας τα µεταξύ 

τους, προκύπτει ο U . Εποµένως, ο U  είναι το διακλαδιζόµενο κάλυµµα του στερεού 

τόρου V  διακλαδιζόµενο πάνω στον τετριµµένο κόµβο K . 

 

 
 

Σχήµα 3.13  Η απεικόνιση p  τυλίγει µεσηµβρινούς δίσκους του U  γύρω από 

µεσηµβρινούς δίσκους του V  

 

 

  ∆είχνουµε τώρα ότι το κάλυµµα µε δύο φύλλα του στερεού τόρου W  είναι ένας 

άλλος στερεός τόρος, έστω X . Παίρνοντας το οριζόντιο επίπεδο που κόβει τον V  

και προεκτείνοντάς το σε ολόκληρο το χώρο, αυτό θα τέµνει τον W  σε δύο 

µεσηµβρινούς δίσκους.  Κόβουµε τον W , λοιπόν, κατά µήκος του ενός µεσηµβρινού 

δίσκου και ο X  θα αποτελείται από δύο αντίγραφά του. Έστω η ενέλιξη κάλυψης h  

να είναι µία παράλληλη περιστροφή κατά 180�  του στερεού τόρου, η οποία 

απεικονίζει κάθε µεσηµβρινό δίσκο σε έναν άλλο αντιδιαµετρικά. Η προβολική 

απεικόνιση :p X W→  είναι µία 2 1−  απεικόνιση, η οποία τυλίγει κάθε ένα από τα 

αντίγραφα που αποτελούν τον X  στον W , και η οποία ενώνει τους δύο 

µεσηµβρινούς δίσκους που ήταν στο σύνορο του X , βλέπε Σχήµα 3.14. Η 

απεικόνιση p  είναι  συνεχής, επί και απεικονίζει ανοικτά σύνολα σε ανοικτά. 

Εποµένως, ο X  είναι το κάλυµµα µε δύο φύλλα του στερεού τόρου W . 
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Σχήµα 3.14  Η απεικόνιση p  τυλίγει τον X  γύρω από τον W  δύο φορές 

 

 

  Θα κολλήσουµε τώρα τα X  και U  µε τρόπο ανάλογο µε εκείνον που αρχικά είχαµε 

κολλήσει τα W  και V , ώστε να προκύψει η 3S . Για να είναι καλά ορισµένη η 

απεικόνιση p  στην τοµή των X  και U , πρέπει να τα κολλήσουµε έτσι ώστε αν το 

a X∈  κολλήσει µε το b U∈ , τότε και το ( )p a W∈  να κολλάει µε το ( )p b V∈ . Θα 

πρέπει τέλος, η παράλληλη περιστροφή της p  στο σύνορο του X  να ταιριάζει µε την 

µεσηµβρινή περιστροφή της p  στο σύνορο του U . Έτσι, η προβολική απεικόνιση 

και η ενέλιξη κάλυψης θα είναι καλά ορισµένες στο τόρο που είναι η τοµή των X  

και U . Εποµένως, κάθε µεσηµβρινός του ενός στερεού τόρου θα ενώνεται µε ένα 

παράλληλο του άλλου στερεού τόρου. Κολλώντας τα X  και U  λοιπόν, καταλήγουµε 

στην 3S , και άρα η 3S  είναι το διακλαδιζόµενο κάλυµµα της 3S  διακλαδιζόµενο 

πάνω στον τετριµµένο κόµβο K . 

 

  Για να δούµε πως συνδέεται η παραπάνω κατασκευή µε τις δισδιάστατες 

περιπτώσεις, ας πάρουµε ένα επίπεδο στην 3S  που να κόβει τον V  εγκάρσια κατά 

µήκος ενός µεσηµβρινού δίσκου και άρα θα κόβει το συµπληρωµατικό του W  κατά 

µήκος ενός κυκλικού δακτυλίου µε σύνορο δύο παράλληλους του W . Όπως είπαµε, 

το κάλυµµα µε δύο φύλλα µιας τέτοιας τοµής του V  είναι πάλι ένας κυκλικός δίσκος 

διακλαδιζόµενος πάνω στο κέντρο του, ενώ το κάλυµµα µε δύο φύλλα µιας τοµής του 

W  είναι πάλι ένας κυκλικός δακτύλιος. 

 

  Θα κατασκευάσουµε τώρα το διακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο φύλλα της 3S , 

διακλαδιζόµενο πάνω στο βρόγχο K  µιας κανονικής σκάλας Moebius. Έστω η 

σκάλα Moebius 3M , όπου οι συνδέσεις διαχωρίζονται από τις πλευρές. 

 

                 
 

Σχήµα 3.15  Η σκάλα Moebius 3M  

 

 

Υποθέτοντας ότι το παραπάνω γράφηµα είναι εύκαµπτο, µπορούµε να ισοτοπήσουµε 

τις πλευρές της σκάλας σε έναν κύκλο που κείται στο επίπεδο. Έχοντας αριθµήσει τις 

συνδέσεις της σκάλας, το γράφηµα θα έχει τη µορφή που απεικονίζεται δεξιά στο 

Σχήµα 3.15. Η κατασκευή του διακλαδιζόµενου καλύµµατος επιτυγχάνεται 

ακολουθώντας τη διαδικασία του προηγούµενου παραδείγµατος, όπου ο τετριµµένος 
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κόµβος είναι ο βρόγχος K . Επειδή ο K  είναι ο τετριµµένος κόµβος, αυτό το 

διακλαδιζόµενο κάλυµµα είναι η ίδια η 3S . Οι τρεις συνδέσεις της 3M  θεωρούµε ότι 

περικλείονται στον στερεό τόρο V . Κάνοντας µία µεσηµβρινή περιστροφή του V  

κατά 180�  παίρνουµε το δεύτερο αντίγραφό του που χρειαζόµαστε για την 

κατασκευή του διακλαδιζόµενου καλύµµατος µε δύο φύλλα. Ενώνοντας τα δύο 

αντίγραφα του V  παίρνουµε έναν στερεό τόρο που περιέχει τον κρίκο L  του 

Σχήµατος 3.16. Αυτός ο τόρος µαζί µε τον W  δίνουν την 3S . Άρα, το 

διακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο φύλλα του ( )3

3,S M  είναι το ( )3,S L . Για να δούµε 

στην πράξη πως προκύπτει ο κρίκος L , ενώνουµε δύο αντίγραφα της τελευταίας 

εικόνας του Σχήµατος 3.15 το ένα πάνω στο άλλο, κατά µήκος του K . 

 

 
 

Σχήµα 3.16  ∆ιακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο φύλλα της 3M  

 

 

Παρατηρούµε ότι η σύνδεση 1 µε την νέα σύνδεση 1’, καθώς και οι συνδέσεις 2 µε τη 

2’ και η 3 µε τη 3’, έχουν τα ίδια άκρα και άρα αν αγνοήσουµε τον γκρι κύκλο θα 

προκύψει ένας κρίκος µε τρεις συνιστώσες, για τον οποίο ισχύει ότι κάθε συνιστώσα 

του συνδέεται µε τις υπόλοιπες δύο. 

 

 
 

Σχήµα 3.17  Κρίκος µε τρεις συνιστώσες 

 

 

Ο Jon Simon έδειξε ότι ο παραπάνω κρίκος είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρας και ότι 

η ιδιότητα της µη αµφιχειρίας του οδηγεί στο συµπέρασµα ότι και η σκάλα Moebius 

3M  θα είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρη. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 3.4. (Simon; 1986)   Παρατηρούµε κατ’ αρχάς ότι 

για µία κανονική εµφύτευση nM  σκάλας Moebius στην 3S  υπάρχει ένας 

οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3: , ,n ng S M S M→  που διατηρεί τον προσανατολισµό του 

χώρου  και απεικονίζει κάθε κορυφή i  του Κ στην επόµενή της 1i + . 
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Σχήµα 3.18  Ο οµοιοµορφισµός g  απεικονίζει κάθε κορυφή του Κ στην επόµενή 

της 

 

 

 Πράγµατι, µπορούµε εύκολα να δούµε τον g  περιστρέφοντας το γράφηµα nM  γύρω 

από έναν κάθετο στο επίπεδό του άξονα και περιστρέφοντας τη σκάλα, ώστε να 

µετατοπιστεί η διασταύρωση στην άλλη µεριά της τελευταίας σύνδεσης, όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 3.18. 

 Υπάρχει ακόµα ένας οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3: , ,n nf S M S M→  που διατηρεί τον 

προσανατολισµό του χώρου, ο οποίος αντιστρέφει τον προσανατολισµό του βρόγχου 

K , δηλαδή αντιστρέφει τη σειρά των κορυφών του K , όπως φαίνεται στο Σχήµα 

3.19. 

 

 
 

 

Σχήµα 3.19  Ο οµοιοµορφισµός f  περιστρέφει τη σκάλα Moebius 

 

 

Μπορούµε να δούµε τον f  περιστρέφοντας τη σκάλα Moebius κατά 180�  στον χώρο 

ως προς κατακόρυφο άξονα. Αν υπάρχουν περιττού πλήθους συνδέσεις, τότε ο 

οµοιοµορφισµός αυτός θα αφήσει σταθερή µία σύνδεση, ενώ αν οι συνδέσεις είναι 

άρτιου πλήθους, τότε καµία σύνδεση δεν θα µείνει σταθερή µέσω του 

οµοιοµορφισµού f . 

Θα δείξουµε τώρα ότι δεν υπάρχει οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3: , ,n nh S M S M→  που 

αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου, τέτοιος ώστε ( )h K K= . Έστω ότι 

υπάρχει. Η συνεχώς αύξουσα αρίθµηση των κορυφών του βρόγχου K  δίνει έναν 

προσανατολισµό στον K . Γνωρίζουµε ότι ο h  απεικονίζει κορυφές σε κορυφές, έτσι 

ώστε γειτονικές κορυφές να αντιστοιχούν σε γειτονικές κορυφές. Άρα, εφόσον 

( )h K K= , ο οµοιοµορφισµός h  είτε περιστρέφει τον βρόγχο K  γύρω από έναν 

άξονα κάθετο στο επίπεδο και µεταθέτει έτσι τις κορυφές του, είτε αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό του K . Συνθέτοντας, αν χρειαστεί, τον h  µε τον f , προκύπτει ένας 
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οµοιοµορφισµός του ( )3, nS M , που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου και 

διατηρεί τον προσανατολισµό του K . Αν στη συνέχεια συνθέσουµε τον h  µε κάποια 

δύναµη του g , προκύπτει ένας οµοιοµορφισµός του ( )3, nS M , που αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό του χώρου και διατηρεί σταθερές τις κορυφές του nM . Θα καλούµε 

και πάλι αυτόν τον οµοιοµορφισµό h . Θεωρούµε τώρα την σκάλα Moebius 3M  που 

προκύπτει από την nM  αν αφαιρέσουµε όλες εκτός από τρεις συνδέσεις. Επειδή ο h  

αφήνει αµετάβλητη κάθε κορυφή της nM , έχουµε ότι ( )3 3h M M= . Άρα, ο h  είναι 

ένας οµοιοµορφισµός του ( )3

3,S M  που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου, 

αφήνει αµετάβλητες και τις έξι κορυφές της 3M  και ( )h K K= . 

 

  Επειδή η 3M  είναι κανονικά εµφυτευµένη στο 3S  σε µορφή λωρίδας Moebius, ο 

βρόγχος K  είναι ο τετριµµένος κόµβος. Για ευκολία µετασχηµατίζουµε τον K  σε 

επίπεδο κύκλο και η 3M  πλέον φαίνεται στο Σχήµα 3.15. 

 

  Θεωρούµε τώρα το διακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο φύλλα της 3S , το οποίο  

διακλαδίζεται πάνω στον K , το οποίο όπως είδαµε είναι η ίδια η 3S . Έστω τώρα 
3 3:p S S→  η προβολική απεικόνιση και έστω 3M , K , 1a , 2a  και 3a  οι 

αντίστροφες εικόνες των 3 ,M K  και των συνδέσεων 1 2,a a  και 3a  αντίστοιχα, µέσω 

της απεικόνισης p . Είναι δηλαδή ( ) ( ){ }1 3

3 3 3|M p M a S p a M−= = ∈ ∈  και 

( ) ( ){ }1 3 |K p K a S p a K−= = ∈ ∈ . Όπως είδαµε, η ενέλιξη κάλυψης περιστρέφει 

µεσηµβρινά κατά 180�  έναν στερεό τόρο γύρω από το K  , σταθεροποιώντας κάθε 

σηµείο του K . Οι συνδέσεις 1 2,a a  και 3a  έχουν τα άκρα τους στο διακλαδιζόµενο 

σύνολο K  και άρα η αντίστροφη εικόνα 1a , 2a , 3a  κάθε σύνδεσης είναι µια απλή 

κλειστή καµπύλη στο διακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο φύλλα, όπως φαίνεται στο 

Σχήµα 3.20 ή στη κατοπτρική του εικόνα. Ο αριθµός περιέλιξης κάθε ζευγαριού από 

αυτές τις καµπύλες ισούται µε 1± , ανάλογα µε τον προσανατολισµό τους. 

 

 
 

Σχήµα 3.20  Οι 1a , 2a  και 3a  

 

 

  Ο οµοιοµορφισµός h , που υποθέσαµε ότι υπάρχει, αφήνει το διακλαδιζόµενο 

σύνολο K  συνολοθεωρητικά αναλλοίωτο και άρα µπορεί να οριστεί οµοιοµορφισµός 
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h  του διακλαδιζόµενου καλύµµατος µε δύο φύλλα που να αντιστοιχεί στον h , µε την 

έννοια ότι ο 3 3 : h S S→  έχει την ιδιότητα ότι η σύνθεση p h�  να ισούται µε τη 

σύνθεση h p� . Έτσι, δοθέντων δύο σηµείων a  και b  στο κάλυµµα, τα οποία 

απεικονίζονται µέσω του p  στο ίδιο σηµείο c  του χώρου βάσης, τα ( )h a  και ( )h b  

θα απεικονίζονται µέσω του p  στο ίδιο σηµείο ( )h c . Από τις ιδιότητες του h  

προκύπτει ότι ( )3 3h M M= , ( )h K K= , ο h  αφήνει σταθερές τις κορυφές στο 3M  

και ότι ο h  αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου. Άρα θα ισχύει ότι 

( )i ih a a= , για κάθε i . 

  Επιλέγουµε προσανατολισµό στις καµπύλες 1a , 2a  και 3a  έτσι ώστε ( )1 2, 1Lk a a =  

και ( )1 3, 1Lk a a = . Από το Σχήµα 3.20 βλέπουµε ότι θα είναι και ( )2 3, 1Lk a a = . 

Όπως όµως είδαµε στο Κεφάλαιο 2 θα είναι ( ) ( ) ( ), ,i j i jLk h a h a Lk a a  = −  , αφού ο 

3 3 : h S S→  είναι οµοιοµορφισµός που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου. 

Εποµένως, ( ) ( ), 1i jLk h a h a  = −  , για κάθε i j≠ . Υποθέτουµε αρχικά ότι ο h  

διατηρεί τον προσανατολισµό της 1a  και άρα θα ισχύουν οι σχέσεις 

( ) ( ) ( )1 2 1 2, , 1Lk h a h a Lk a h a   = − = −    , ( ) ( ) ( )1 3 1 3, , 1Lk h a h a Lk a h a   = − = −    . 

Εποµένως ο h  θα πρέπει να αντιστρέφει τον προσανατολισµό των 2a , 3a  και άρα θα 

ισχύει ότι ( ) ( ) ( )2 3 2 3, ,Lk h a h a Lk a a  = − −  . Από τις ιδιότητες όµως του αριθµού 

περιέλιξης έχουµε ότι ( ) ( )2 3 2 3, ,Lk a a Lk a a− − =  και όπως είδαµε παραπάνω 

( )2 3, 1Lk a a = . Άτοπο, εφόσον ( ) ( )2 3, 1Lk h a h a  = −  . Με παρόµοιο τρόπο 

καταλήγουµε σα άτοπο αν θεωρήσουµε ότι ο οµοιοµορφισµός h  αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό της 1a . Εποµένως δεν µπορεί να υπάρχει ο οµοιοµορφισµός h  που 

θεωρήσαµε στην αρχή της απόδειξης.                                                                         □  

 

  Εποµένως το γράφηµα κάθε µοριακής σκάλας Moebius µε τρεις ή περισσότερες 

συνδέσεις είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρο στην 3S  (και άρα και στον 3
ℝ ), άρα και 

χηµικώς µη αµφίχειρο. Εποµένως, τα µόρια µε µοριακό γράφηµα που περιλαµβάνει 

µια κανονική εµφύτευση µιας σκάλας Moebius, µαζί µε την κατοπτρική τους εικόνα, 

αποτελούν τοπολογικά ισοµερή. 

 

 

3.2 ΕΓΓΕΝΩΣ ΜΗ ΑΜΦΙΧΕΙΡΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 
 

  Όπως θα δούµε σε αυτή τη παράγραφο, το θεώρηµα του Simon γενικεύτηκε από την 

Flapan για κάθε εµφύτευση µιας σκάλας Moebius nM , µε 3n ≥  περιττό αριθµό. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.10. (Flapan; 1989)  Έστω nM  µια τυχαία εµφύτευση µε n  συνδέσεις 

µιας σκάλας Moebius, όπου 3n ≥ . Έστω ακόµα ο ( ) ( )3 3: , ,n nh S M S M→  ένας 
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οµοιοµορφισµός που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου, τέτοιος ώστε 

( )h K K= , όπου K  ο βρόγχος της nM . Τότε, δεν υπάρχει σύνδεση ia  τέτοια ώστε 

( )i ih a a= . 

 

  Η απόδειξη του Θεωρήµατος 3.10 χρησιµοποιεί το διακλαδιζόµενο κάλυµµα µε δύο 

φύλλα της 3S , διακλαδιζόµενο πάνω στο βρόγχο K , ο οποίος µπορεί να είναι 

οποιοσδήποτε κόµβος αντί του τετριµµένου. 

 

  Σε αντίθεση µε το Θεώρηµα 3.4, στο Θεώρηµα 3.10 δεν υπάρχει καµία υπόθεση για 

τον τρόπο µε τον οποίο το γράφηµα nM  είναι εµφυτευµένο και άρα ο βρόγχος K , 

καθώς και οποιαδήποτε σύνδεση µπορεί να περιέχει κόµβους. 

  Από το Λήµµα 3.5 προκύπτει ότι ανεξάρτητα από τον τρόπο που η nM  είναι 

εµφυτευµένη, αν 3n > , τότε κάθε οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3: , ,n nh S M S M→  θα έχει 

την ιδιότητα ότι ( )h K K= . Άρα, όπως και στο Θεώρηµα 3.10, η υπόθεση ότι 

( )h K K=  απαιτείται µόνο στην περίπτωση 3n = . 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.11. (Flapan; 1989)  Έστω σκάλα Moebius nM  τυχαία εµφυτευµένη 

στην 3S , όπου 3n ≥  περιττός φυσικός αριθµός. Τότε δεν υπάρχει οµοιοµορφισµός 

( ) ( )3 3: , ,n nh S M S M→  που να αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου τέτοιος 

ώστε ( )h K K= . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   Έστω ότι υπάρχει τέτοιος οµοιοµορφισµός h  τέτοιος ώστε 

( )h K K= . Τότε, όπως είδαµε παραπάνω, ο h  είτε περιστρέφει είτε κατοπτρίζει τις 

κορυφές του K . 

  Έστω ότι ο h  περιστρέφει τις κορυφές του K . Τότε ο h  θα περιστρέφει και τις 

συνδέσεις του K  και θα υπάρχει ελάχιστος αριθµός r  τέτοιος ώστε ο rh  να 

απεικονίζει κάθε σύνδεση στον εαυτό της. Επειδή ο h  περιστρέφει τις συνδέσεις, ο 

αριθµός r  θα διαιρεί των αριθµό των συνδέσεων n  και εποµένως ο οµοιοµορφισµός 
nh  θα απεικονίζει επίσης κάθε σύνδεση στον εαυτό της. Επειδή τώρα n  περιττός,  ο 
nh  είναι οµοιοµορφισµός του ( )3, nS M  που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του 

χώρου, τέτοιος ώστε ( )nh K K=  και ( ) ,  n

i ih a a i= ∀ , άτοπο από Θεώρηµα 3.10. 

  Άρα λοιπόν ο οµοιοµορφισµός h  κατοπτρίζει τις κορυφές του K  και επάγει έτσι 

έναν αυτοµορφισµό τάξης δύο στις κορυφές του K  και στις συνδέσεις. Επειδή n  

περιττός, θα υπάρχει τουλάχιστον µία σύνδεση la  τέτοια ώστε ( )l lh a a= , άτοπο από 

Θεώρηµα 3.10. 

  Εποµένως δεν υπάρχει οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3: , ,n nh S M S M→  που να αντιστρέφει 

τον προσανατολισµό του χώρου τέτοιος ώστε ( )h K K= , όταν 3n ≥  περιττός 

φυσικός αριθµός.                                                                                                          □  

 

  Από το Θεώρηµα 3.11 έπεται ότι τα µόρια µε µοριακό γράφηµα που περιλαµβάνει 

µία οποιαδήποτε εµφύτευση µιας σκάλας Moebius είναι χηµικά µη αµφίχειρο, και 

συνεπώς µαζί µε την κατοπτρική τους εικόνα, αποτελούν τοπολογικά ισοµερή. 
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  Σε αντίθεση µε το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 3.11, αν µία σκάλα Moebius έχει 

άρτιο αριθµό συνδέσεων, τότε υπάρχει εµφύτευσή της που είναι αµφίχειρη [12]. Στο 

Σχήµα 3.21 παρουσιάζεται µία αµφίχειρη εµφύτευση της 4M . Η κατοπτρική της 

εικόνα προκύπτει µε περιστροφή γύρω από τον κατακόρυφο άξονα κατά 90� . 

Μπορούµε να προσθέσουµε συµµετρικά ζευγάρια συνδέσεων στο πάνω και κάτω 

µέρος του γραφήµατος µε τέτοιο τρόπο ώστε, για κάθε άρτιο αριθµό n , να έχουµε 

µία αµφίχειρη εµφύτευση της nM . 

 

 
 

Σχήµα 3.21  Τοπολογικώς αµφίχειρη εµφύτευση της 4M  

 

 

  Τα παραπάνω µας οδηγούν στον ορισµό της εγγενούς µη αµφιχειρίας. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.12.  Ένα αριθµηµένο ή µη γράφηµα G  καλείται εγγενώς µη αµφίχειρο 

(intrinsically chiral) αν κάθε εµφύτευση του G  στον 3
ℝ  είναι τοπολογικώς µη 

αµφίχειρη. 

 

ΠΑΡΑΤΗΤΡΗΣΗ 3.13.  Συνοψίζοντας, αν χρωµατίσουµε τις πλευρές της 3M  έτσι 

ώστε να ξεχωρίζουν από τις συνδέσεις, τότε από το Θεώρηµα 3.11 έχουµε ότι η 3M  

είναι εγγενώς µη αµφίχειρη. Αν τώρα 3n >  περιττός και χρωµατίσουµε τις πλευρές, 

τότε από το Λήµµα 3.5 και το Θεώρηµα 3.11, έχουµε πάλι ότι η nM  είναι εγγενώς µη 

αµφίχειρη. 

 

 

3.3 ΣΥΓΓΕΝΙΚΑ ΜΟΡΙΑΚΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 
 

  Υπάρχουν πολλά είδη µορίων που το µοριακό τους γράφηµα σχετίζεται µε κάποιο 

τρόπο µε το γράφηµα µιας σκάλας Moebius. Οι Liang και Mislow το 1994 παρατήρησαν 

ότι κάποιες πρωτεΐνες έχουν τη µορφή της 3M  (Liang, C., Mislow, “Topological 

chirality of proteins”, J. Am. Chem. Soc. 116, (1994b), 3588-3592).  Για παράδειγµα, στο 

Σχήµα 3.22 παρουσιάζεται η πρωτεΐνη variant-3 scorpion neurotoxin από τις 

Centruroides sculpturatus Ewing.  
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Σχήµα 3.22  Η πρωτεΐνη αυτή είναι εγγενώς µη αµφίχειρας 

 

 

  Οι πρωτεΐνες είναι µεγάλα οργανικά µόρια, αποτελούµενα από αµινοξέα, τα οποία 

σχηµατίζουν µια γραµµική αλυσίδα και ενώνονται µεταξύ τους µε πεπτιδικούς δεσµούς. 

Μια αλυσίδα αµινοξέων που ενώνονται µε πεπτιδικούς δεσµούς καλείται πολυπεπτιδική 

αλυσίδα, η οποία από τη µία µεριά καταλήγει σε 3NH +  ενώ από την άλλη σε 2CO− . Για 

να ξεχωρίζουµε τα δύο τελευταία στοιχεία µιας πολυπεπτιδικής αλυσίδας, καλούµε το 

πρώτο N  τελικό και το δεύτερο C  τελικό. Στο παραπάνω σχήµα, η πολυπεπτιδική 

αλυσίδα είναι το ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα τα N  και C . Οι διακεκοµµένες γραµµές 

δηλώνουν δεσµούς διθειούχου άλατος, δηλαδή δεσµούς που συνδέουν ένα αµινοξύ της 

πολυπεπτιδικής αλυσίδας µε ένα άλλο αµινοξύ της αλυσίδας. Οι αρίθµηση επάνω στην 

αλυσίδα µας βοηθά να καταλαβαίνουµε ποιο αµινοξύ συνδέεται µε ποιο µε δεσµούς 

διθειούχου άλατος. Εδώ βλέπουµε ότι το δέκατο έκτο και το τεσσαρακοστό πρώτο 

αµινοξύ ενώνονται µε δεσµούς διθειούχου άλατος. 

  Έστω K  η κλειστή πολυγωνική γραµµή που ξεκινά από τη κορυφή µε αρίθµηση 12, 

µέσα από τις διακεκοµµένες γραµµές να φτάνει στο C  τελικό και τέλος, µέσω της 

πολυπεπτιδικής αλυσίδας και διερχόµενη από όλες τις αριθµηµένες κορυφές να 

καταλήγει στη κορυφή 12. Οι εναποµείναντες δεσµοί διθειούχου άλατος 

αντιπροσωπεύουν τις συνδέσεις µιας σκάλας Moebius. Στη πραγµατικότητα, αυτή η 

πρωτεΐνη είναι η 3M  µε µία ακόµα κορυφή ( N  τελικό) και µία ακόµα πλευρά που 

ενώνει το N  τελικό µε το υπόλοιπο γράφηµα. Οι συνδέσεις διαφέρουν χηµικά από τον 

βρόγχο K , καθώς οι συνδέσεις είναι ακριβώς εκείνοι οι τρεις δεσµοί διθειούχου άλατος 

οι οποίοι δεν περιέχουν το τελικό C . Κάθε οµοιοµορφισµός, τέλος, αυτού του 

γραφήµατος στον εαυτό του θα απεικονίζει την 3M  συνολοθεωρητικά και το N  τελικό 

στον εαυτό του. Από το Θεώρηµα 3.11 προκύπτει ότι η πρωτεΐνη του Σχήµατος 3.22 

είναι εγγενώς µη αµφίχειρη. 

 

  Ένα άλλο παράδειγµα µοριακού γραφήµατος που σχετίζεται µε σκάλα Moebius µε τρεις 

συνδέσεις είναι η [ ][ ][ ]m n p - paracyclophane, που προτάθηκε από τον Nakazaki το 

1984. 
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Σχήµα 3.23  Η [ ][ ][ ]m n p - paracyclophane είναι εγγενώς µη αµφίχειρη 

 

  Εδώ, τα ,m n  και p δηλώνουν τον αριθµό που εµφανίζεται µια συγκεκριµένη χηµική 

ουσία, για παράδειγµα 2CH , στη µοριακή αλυσίδα. Το παραπάνω µοριακό γράφηµα 

είναι µια εµφύτευση της 3M , όπου οι πλευρές της σκάλας είναι ο δακτύλιος βενζολίου 

και οι συνδέσεις οι ,m n  και p  αλυσίδες. Αυτό σηµαίνει ότι οι πλευρές είναι 

διαφορετικές από τις συνδέσεις και άρα η [ ][ ][ ]m n p - paracyclophane είναι εγγενώς µη 

αµφίχειρη. 

 

  Πρέπει να σηµειωθεί ότι ως µοριακό γράφηµα, µία σκάλα Moebius nM  µε n  

περιττό δεν είναι απαραίτητα χηµικά εγγενώς µη αµφίχειρη. Για παράδειγµα, στο 

Σχήµα 3.24 παρουσιάζεται το γράφηµα του µορίου Kuratowski cyclophane, που έχει 

τη γενική µορφή της 3M . 

 

 
 

Σχήµα 3.24  Το µόριο Kuratowski cyclophane είναι τοπολογικώς αµφίχειρας 

 

 

  Μόνο η κεντρική σύνδεση είναι διαφορετική από τις πλευρές της σκάλας, ενώ οι 

δύο διαγώνιες συνδέσεις δεν ξεχωρίζουν από τις πλευρές. Το παραπάνω γράφηµα 

µπορεί να µετασχηµατιστεί έτσι ώστε να είναι σαν το τοπολογικά αµφίχειρο γράφηµα 

του Σχήµατος 3.24, και άρα και αυτό το µοριακό γράφηµα θα είναι τοπολογικά 

αµφίχειρο. Το 1995 συντέθηκε το µόριο Kuratowski cyclophane και αποδείχθηκε ότι 

είναι και χηµικώς αµφίχειρο (Chen,C.-T, P. Gantzel, J. S. Siegel, K. K. Baldbridge, R. 

B. English, D. M. Ho, “Synthesis and structure of the nanodimensional 
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multicyclophane “Kuratowski Cyclophane,” an achiral molecule with non-planar 

3,3K  topology”, Angew. Chem. Int. Ed. Eng. 34, (1995), 2657-2660). 

 

  Η naphthalenophane τριών στρωµάτων είναι ένα ακόµα παράδειγµα µορίου µε µοριακό 

γράφηµα συγγενές µε τη σκάλα Moebius. Συντέθηκε για πρώτη φορά το 1983 από τους 

Otsubo, Ogura και Misumi και παρουσιάζεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

 
 

Σχήµα 3.25  Η naphthalenophane τριών στρωµάτων 

 

 

  Τα εξάγωνα ως συνήθως αντιπροσωπεύουν δακτυλίους βενζολίου. ∆ύο δακτύλιοι 

βενζολίου που είναι προσκολληµένοι ο ένας στον άλλο φτιάχνουν τη ναφθαλίνη. Το 

γράφηµα αυτό έχει δοµή παρόµοια µε τη δοµή της σκάλας Moebius 3M , µε τις δέκα 

πλευρές γύρω από την κεντρική ναφθαλίνη να παίζουν το ρόλο του βρόγχου K , τη 

πλευρά που συνδέει τα δύο εξάγωνα στη κεντρική ναφθαλίνη να παίζει το ρόλο µιας 

σύνδεσης της 3M  και τέλος η πρώτη και η τρίτη ναφθαλίνη, οι οποίες συνδέονται µε τον 

βρόγχο K  µε πλευρές, παίζουν το ρόλο των δύο άλλων συνδέσεων της 3M . Οι Liang και 

Mislow παρατήρησαν ότι αν αντικαταστήσουµε την πρώτη και τρίτη ναφθαλίνη µε µια 

απλή πλευρά αντίστοιχα, τότε το γράφηµα που προκύπτει είναι η 3M  µε περισσότερες 

πλευρές και κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι το παραπάνω γράφηµα είναι εγγενώς µη 

αµφίχειρο. Η παραπάνω διαδικασία όµως δεν µπορεί να θεωρηθεί ως απόδειξη της 

εγγενούς µη αµφιχειρίας του γραφήµατος, γιατί ο ορισµός της τοπολογικής αµφιχειρίας 

δεν επιτρέπει την αντικατάσταση απλών κλειστών καµπυλών µε µια απλή πλευρά και 

γιατί το Θεώρηµα 3.10 δεν µπορεί να εφαρµοστεί άµεσα στο γράφηµα. 

Χρησιµοποιώντας όµως το Θεώρηµα 3.11 µπορούµε να αποδείξουµε την εγγενώς µη 

αµφιχειρία της naphthalenophane τριών στρωµάτων και µπορούµε, µάλιστα, να 

αποδείξουµε κάτι πολύ ισχυρότερο: 

  Θεωρούµε το γράφηµα ( ), ,G p q r , που κατασκευάζεται από το γράφηµα της 

naphthalenophane τριών στρωµάτων αν αντί για τις τρεις οµάδες των δύο εξαγώνων που 

υπήρχαν στο αρχικό γράφηµα, τοποθετήσουµε αντίστοιχα , ,p q r  εξάγωνα. 

 

 
 

Σχήµα 3.26  Το γράφηµα ( ), ,G p q r  
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  Παρατηρούµε ότι κάθε γωνία στο γράφηµα αντιπροσωπεύει µια κορυφή και ότι η 

naphthalenophane τριών στρωµάτων είναι η ( )2,2, 2G . Θα αποδείξουµε ότι όταν οι 

αριθµοί , ,p q r  είναι άρτιοι, τότε το γράφηµα ( ), ,G p q r  είναι εγγενώς µη αµφίχειρο. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.14. (Flapan and Forcum; 1998)  Αν , ,p q r  άρτιοι αριθµοί, τότε το 

γράφηµα ( ), ,G p q r  είναι εγγενώς µη αµφίχειρο. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   Θα αποδείξουµε το ζητούµενο δια της άτοπου απαγωγής. Έστω 

, ,p q r  άρτιοι αριθµοί και έστω ότι υπάρχει τοπολογικώς αµφίχειρη εµφύτευση του 

γραφήµατος ( ), ,G p q r  στην 3S . Θα δείξουµε ότι από τη παραπάνω υπόθεση 

συνεπάγεται ότι υπάρχει εµφύτευση της 3M  στην 3S  τέτοια ώστε να υπάρχει 

οµοιοµορφισµός που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου 3 3 : Sh S→  

τέτοιος ώστε ( )3 3h M M=  και ( )h K K= . 

  Από την υπόθεσή µας υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός που αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό του χώρου 3 3 : Sh S→  τέτοιος ώστε ( ) ( ), , , ,h G p q r G p q r=   . Η 

εµφύτευση του ( ), ,G p q r  µπορεί να είναι διαφορετική από αυτή του παραπάνω 

σχήµατος, αλλά χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούµε το γράφηµα του παραπάνω 

σχήµατος ως την συγκεκριµένη εµφύτευση του ( ), ,G p q r . Ο οµοιοµορφισµός h  

απεικονίζει κάθε απλή, κλειστή καµπύλη µε έξι κορυφές σε απλή, κλειστή καµπύλη µε 

έξι κορυφές και επειδή οι µοναδικές απλές, κλειστές καµπύλες µε έξι κορυφές είναι τα 

εξάγωνα, έπεται ότι ο h  απεικονίζει κάθε εξάγωνο στον εαυτό του ή σε κάποιο άλλο 

εξάγωνο του γραφήµατος. Ακόµα, ο οµοιοµορφισµός h  θα απεικονίζει γειτονικά 

εξάγωνα σε γειτονικά εξάγωνα και άρα ο h  θα απεικονίζει κάθε αλυσίδα εξαγώνων σε 

αλυσίδα µε τον ίδιο αριθµό εξαγώνων. Η αλυσίδα που αποτελείται από q  εξάγωνα είναι 

η µόνη αλυσίδα εξαγώνων στην οποία τα δύο εξωτερικά εξάγωνα έχουν τέσσερις 

κορυφές βαθµού τρία και άρα ο h  θα πρέπει να απεικονίζει την αλυσίδα αυτή στον 

εαυτό της (πιθανώς στρέφοντάς την). Έστω τώρα K  η περιµετρική καµπύλη της 

αλυσίδας. Ο κύκλος K  περιέχει 4 2q +  πλευρές, γιατί κάθε εξάγωνο στην αλυσίδα 

συνεισφέρει στον K  τις τέσσερις εξωτερικές πλευρές εκτός από τα δύο εξωτερικά 

εξάγωνα που συνεισφέρουν στο K  από πέντε πλευρές. Ο οµοιοµορφισµός h  θα 

απεικονίζει το σύνολο K  στον εαυτό του, χωρίς βέβαια αυτό να σηµαίνει ότι το K  µένει 

σηµειακά αναλλοίωτο. Ο h  µπορεί να εναλλάσσει τη δεξιά πλευρά του K  µε την 

αριστερή ή την πάνω µε την κάτω. 

 

 
 

Σχήµα 3.27  Ο κλειστός κύκλος K  
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  Αν, επιπλέον, p r≠ , τότε ο οµοιοµορφισµός h  θα απεικονίζει την p -αλυσίδα στον 

εαυτό της και την q -αλυσίδα στον εαυτό της. Αν p q=  είτε ο h  απεικονίζει τη κάθε 

αλυσίδα στον εαυτό της, είτε απεικονίζει τη µία αλυσίδα στην άλλη. Έστω τώρα 

, , ,x y z w  οι κορυφές που φαίνονται στο Σχήµα 3.28. 

 

 
 

Σχήµα 3.28  Τα τόξα A  και B  

 

 

  Επειδή ο h  απεικονίζει το K  στον εαυτό του και τις άλλες αλυσίδες είτε στους εαυτούς 

τους, είτε τη µία στην άλλη, έπεται ότι ο h  θα απεικονίζει το σύνολο των σηµείων 

{ }, , ,x y w z  στον εαυτό του, είτε αφήνοντας τα { },x w  και { },y z  συνολοθεωρητικά 

αναλλοίωτα, είτε εναλλάσσοντάς τα. Από την υπόθεσή µας, ο αριθµός r είναι άρτιος και 

άρα τα r  εξάγωνα στην αλυσίδα εµφανίζονται σε ζευγάρια. Το τόξο λοιπόν που 

απεικονίζεται να διαγράφει την αλυσίδα από αριστερά προς τα δεξιά και που 

κατευθύνεται αρχικά προς τα κάτω και µετά προς τα πάνω, θα περιέχει δύο περισσότερες 

πλευρές από το τόξο της ίδιας αλυσίδας από αριστερά προς τα δεξιά, που αρχικά 

κατευθύνεται προς τα πάνω και µετά προς τα κάτω. Πιο συγκεκριµένα, και επειδή ο 

αριθµός r είναι άρτιος, υπάρχει µοναδικό τόξο A  στο ( ), ,G p q r K−  χωρίς αυτοτοµές 

και µε άκρα τα x  και w , τέτοιο ώστε το A  να περιέχει 7 3r+  πλευρές. Με τον ίδιο 

τρόπο και επειδή ο αριθµός p είναι άρτιος, υπάρχει µοναδικό τόξο B  στο ( ), ,G p q r K−  

χωρίς αυτοτοµές και µε άκρα τα y  και z , τέτοιο ώστε το B  να περιέχει 7 3p+  πλευρές.  

Ο οµοιοµορφισµός h  είτε θα απεικονίζει το κάθε τόξο A , B  στον εαυτό του, είτε θα τα 

εναλλάσσει εάν r p= . 

  Επιπλέον, επειδή q  άρτιος, θα υπάρχει µοναδική πλευρά C  που χωρίζει την q -αλυσίδα 

στη µέση, δηλαδή έτσι ώστε κάθε συνιστώσα του K C−  να περιέχει ακριβώς τις µισές 

πλευρές του K C− . Λόγω του ότι η C  είναι η µοναδική πλευρά µε αυτήν ιδιότητα και 

( )h K K= , έπεται ότι ( )h C C= . 

  Έστω τώρα M  το γράφηµα που προκύπτει αν θεωρήσουµε την ένωση των , ,K A B  και 

C . Ισχύει ότι ( )h K K= , ( )h C C=  και ο h  είτε εναλλάσσει τα A  και B , είτε τα 

απεικονίζει κάθε ένα στον εαυτό του. Σε κάθε περίπτωση έπεται ότι ( )h M M= . Στο 

Σχήµα 3.29 παρουσιάζεται το M . 
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Σχήµα 3.29  Το γράφηµα ( ), ,G p q r  περιέχει µία σκάλα Moebius µε τρεις συνδέσεις 

 

 

  Στα δεξιά παρουσιάζεται το M  ως εµφυτευµένη σκάλα Moebius µε τρεις συνδέσεις, µε 

βρόγχο K  και συνδέσεις τα ,A B  και C . 

  Εποµένως, ο ( ) ( )3 3 : S , S ,h M M→  είναι ένας οµοιοµορφισµός που αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό του χώρου τέτοιος ώστε ( )h K K= . Άτοπο από Θεώρηµα 3.11. Άρα, 

όταν οι αριθµοί , ,p q r  είναι άρτιοι, το γράφηµα ( ), ,G p q r  είναι εγγενώς µη αµφίχειρο. 

                                                                                                                                           □  
 

  Στην περίπτωση που τουλάχιστον ένας από τους αριθµούς , ,p q r  είναι περιττός, 

αποδεικνύεται (Flapan) ότι το γράφηµα ( ), ,G p q r  έχει τοπολογικώς αµφίχειρη 

εµφύτευση και άρα δεν είναι εγγενώς µη αµφίχειρο. Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται µια 

τοπολογικώς αµφίχειρη εµφύτευση του γραφήµατος ( )4,3, 4G . Για να το δούµε αυτό 

περιστρέφουµε κατ’ αρχάς το γράφηµα κατά 180�  στο επίπεδό του και στη συνέχεια 

ισοτοπούµε το πάνω τόξο στην αρχική του θέση. 

 

 
 

Σχήµα 3.30  Μία τοπολογικώς αµφίχειρη εµφύτευση του γραφήµατος ( )4,3, 4G  

 

 

  Στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3.14 η Flapan ανέλυσε µάλλον τη δοµή του 

γραφήµατος ( ), ,G p q r  και όχι µία συγκεκριµένη εµφύτευσή του. Όπως είδαµε στο 

Κεφάλαιο 1, ένας οµοιοµορφισµός ενός γραφήµατος επάγει έναν αυτοµορφισµό του 

γραφήµατος και αυτοµορφισµός ενός γραφήµατος είναι µια µετάθεση των κορυφών του 

έτσι ώστε γειτονικές κορυφές να απεικονίζονται σε γειτονικές κορυφές και µη γειτονικές 

κορυφές σε µη γειτονικές. Υπενθυµίζουµε ακόµα ότι κάθε αυτοµορφισµός ενός 

γραφήµατος θα απεικονίζει κορυφές βαθµού k  σε κορυφές του ίδιου βαθµού. Για 

παράδειγµα, ο οµοιοµορφισµός της σκάλας Moebius στην απόδειξη του Θεωρήµατος 

3.14, που εναλλάσσει το σύνολο { },x w  µε το σύνολο { },y z , επάγει έναν αυτοµορφισµό 

της σκάλας Moebius µε την ίδια ιδιότητα, βαθµού δύο. 
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  Η Flapan  γενίκευσε αυτή τη τεχνική στο παρακάτω θεώρηµα: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.15  (Flapan)  Αν ένα γράφηµα περιέχει είτε το 5K  είτε το 3,3K  ως 

υπογράφηµα και δεν έχει αυτοµορφισµό βαθµού δύο, τότε το γράφηµα είναι εγγενώς µη 

αµφίχειρο. 

 

  Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, κάθε γράφηµα που περιέχει ένα εκ των 5K , 3,3K  δεν 

µπορεί να παρασταθεί στο επίπεδο (Θεώρηµα Kuratowski), ενώ κάθε γράφηµα που είναι 

επίπεδο αποτελεί την κατοπτρική εικόνα του εαυτού του και άρα είναι τοπολογικώς 

αµφίχειρο. Το Θεώρηµα 3.15 µας επιτρέπει να δείξουµε ότι πολλά γραφήµατα είναι 

τοπολογικώς µη αµφίχειρα. Αυτό το αποτέλεσµα δεν έχει να κάνει µε το πως αυτό το 

γράφηµα είναι εµφυτευµένο στο χώρο. Έτσι, αν εφαρµόζεται σε µία εµφύτευση του 

γραφήµατος, τότε θα εφαρµόζεται και σε κάθε άλλη εµφύτευσή του. 

 

  Θα εφαρµόσουµε το παραπάνω θεώρηµα στο µόριο ferrocenophane, που αποτελείται 

από άτοµα άνθρακα, ένα άτοµο σιδήρου και ένα άτοµο οξυγόνου. 

 

 
 

Σχήµα 3.31  Το µόριο ferrocenophane 

 

 

Το µόριο ferrocenophane περιέχει το πλήρες γράφηµα 5K , όπως φαίνεται στο παρακάτω 

σχήµα. 

 
 

Σχήµα 3.32  Το πλήρες γράφηµα 5K  ως υπογράφηµα του µοριακού γραφήµατος της 

ferrocenophane 

 

 

Για να αποδείξουµε ότι δεν υπάρχει αυτοµορφισµός βαθµού δύο για το µοριακό γράφηµα 

ferrocenophane εργαζόµαστε ως εξής. Υποθέτουµε ότι ο φ  είναι ένας αυτοµορφισµός 
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της ferrocenophane. Ο φ  θα πρέπει να απεικονίζει το άτοµο του οξυγόνου στον εαυτό 

του και αφού διατηρεί τις γειτνιάσεις, θα πρέπει να απεικονίζει και την γειτονική κορυφή 

στο άτοµο του οξυγόνου, επίσης στον εαυτό της. Υπάρχουν δύο γειτονικές κορυφές στην 

κορυφή που γειτνιάζει µε το άτοµο του οξυγόνου και επειδή η µια έχει βαθµό δύο ενώ η 

άλλη τέσσερα, ο αυτοµορφισµός φ  θα απεικονίζει κάθε µία κορυφή στον εαυτό της. 

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι κάθε κορυφή της ferrocenophane 

απεικονίζεται στον εαυτό της, µέσω του αυτοµορφισµού φ  και άρα ο φ  έχει βαθµό ένα. 

Για το µοριακό γράφηµα της ferrocenophane δηλαδή, δεν υπάρχει αυτοµορφισµός 

βαθµού δύο και άρα, από το Θεώρηµα 3.15, έπεται ότι το παραπάνω µοριακό γράφηµα 

είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρο. 

 

 

3.4 ΣΚΑΛΕΣ MOEBIUS ΜΕ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΕΣ ΣΤΡΟΦΕΣ 
 

  Οι µοριακές σκάλες Moebius όπως είδαµε, είναι κλειστές σκάλες µε µία µισή στροφή. 

Ο Walba προσπάθησε να συνθέσει κλειστές σκάλες µε περισσότερες από µία µισή 

στροφή µε την πρόθεση να αφαιρέσει έπειτα τους διπλούς δεσµούς µεταξύ των ατόµων 

άνθρακα ώστε να προκύψει ένας κόµβος. Στο Σχήµα 3.33 παρουσιάζεται ο κόµβος trefoil 

σε µορφή σκάλας Moebius µε τρεις µισές στροφές, όπου έχουµε αφαιρέσει τις συνδέσεις. 

 

 
 

Σχήµα 3.33  Οι πλευρές µιας σκάλας Moebius µε τρεις µισές στροφές σχηµατίζουν τον 

trefoil κόµβο 

 

 

  Αν και ο Walba δεν κατάφερε να συνθέσει κλειστές σκάλες µε περισσότερες από µία 

µισές στροφές, η προσπάθειά του αυτή τον οδήγησε στην εικασία ότι κάθε κλειστή 

σκάλα Moebius µε τουλάχιστον τρεις συνδέσεις, η οποία είναι εµφυτευµένη σε µορφή 

λωρίδας και η οποία έχει περισσότερες από µία µισές στροφές, είναι τοπολογικώς µη 

αµφίχειρη αν ξεχωρίσουµε τις συνδέσεις από τις πλευρές. Η εικασία του Walba είναι 

γνωστό ότι ισχύει για σκάλες µε µία µισή στροφή (Θεώρηµα Simon), ενώ για σκάλες 

χωρίς καµία µισή στροφή, σκάλες που έχουν δηλαδή τη µορφή κυλίνδρου, είναι γνωστό 

ότι είναι τοπολογικώς αµφίχειρες. Κάθε κλειστή σκάλα µε περιττό πλήθος µισών 

στροφών αποτελεί µια εµφύτευση µιας σκάλας Moebius και έτσι, αν ξεχωρίσουµε τις 

πλευρές από τις συνδέσεις τότε, από Θεώρηµα 3.11 κάθε κλειστή σκάλα µε περιττό 

αριθµό µισών στροφών και περιττό αριθµό συνδέσεων είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρας. 

Η εικασία του Walba είναι σωστή και για κάθε κλειστή σκάλα µε τουλάχιστον τρεις 

µισές στροφές και ανεξάρτητα από το πλήθος των συνδέσεών της. Για να το δείξουµε 

αυτό ας παρατηρήσουµε αρχικά ότι οι πλευρές σε τέτοιες σκάλες αποτελούν ένα torus-

κόµβο, κόµβο δηλαδή που µπορεί να εµφυτευτεί στην επιφάνεια ενός τόρου. Κάθε torus-

κόµβος και µη προσανατολισµένος torus-κρίκος όµως, µε τουλάχιστον τρεις 

διασταυρώσεις είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρας (Murasugi, “Jones polynomial and 

classical conjectures in knot theory”, Topology 26, 1987, 187-194). Έστω τώρα G  µια 

κλειστή σκάλα, η οποία είναι εµφυτευµένη σαν λωρίδα µε τουλάχιστον τρεις µισές 

στροφές και  οι συνδέσεις είναι διαφορετικές από τις πλευρές. Έστω L  η απλή κλειστή 

καµπύλη που αντιπροσωπεύει τις πλευρές της σκάλας. Τότε η L  είναι torus-κόµβος ή 

torus-κρίκος µε τουλάχιστον τέσσερις διασταυρώσεις, ανάλογα µε τον αριθµό των µισών 
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στροφών της σκάλας (περιττό ή άρτιο πλήθος αντίστοιχα). Έστω ότι υπάρχει 

οµοιοµορφισµός h  του ( )3,S G , ο οποίος αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου 

τέτοιος ώστε ( )h L L= . Άτοπο, αφού έρχεται σε αντίφαση µε την τοπολογική µη 

αµφιχειρία των torus κόµβων και κρίκων. Άρα, κάθε κλειστή σκάλα, εµφυτευµένη ως 

λωρίδα µε τουλάχιστον τρεις µισές στροφές θα είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρη. 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.16 (Simon; 1987) Μία κλειστή σκάλα µε δύο µισές στροφές και 

τουλάχιστον τρεις συνδέσεις είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρη.  

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   Έστω 2n >  και έστω nC  κλειστή σκάλα µε n  συνδέσεις, εµφυτευµένη 

σε µορφή κυλίνδρου µε δύο µισές στροφές και µε διακεκριµένες πλευρές και συνδέσεις, 

βλέπε Σχήµα 3.34. Παρατηρούµε ότι οι πλευρές της nC  αποτελούνται από δύο απλές 

κλειστές καµπύλες, τις οποίες θα συµβολίζουµε µε ,A B . Έστω τώρα 1,..., na a  και 

1,..., nb b  οι κορυφές των πλευρών ,A B  αντίστοιχα, έτσι ώστε κάθε σύνδεση iα  να ενώνει 

τις κορυφές ,i ia b . Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3 : , ,n nh C C→ℝ ℝ  

που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου, τέτοιος ώστε ( )h A B A B∪ = ∪ , 

δηλαδή τέτοιος ώστε να απεικονίζει τις πλευρές σε πλευρές και τις συνδέσεις σε 

συνδέσεις. Λόγω της συγκεκριµένης εµφύτευσης της nC  υπάρχει οµοιοµορφισµός g , 

που διατηρεί τον προσανατολισµό του χώρου και που περιστρέφει τη nC  απεικονίζοντας 

κάθε ia  στο 1ia +  και κάθε ib  στο 1ib + . Υπάρχει, ακόµα, ένας οµοιοµορφισµός f  που 

διατηρεί τον προσανατολισµό του χώρου και που περιστρέφει τη nC  γύρω από έναν 

οριζόντιο άξονα, εναλλάσσοντας τις πλευρές A  και B . Οι οµοιοµορφισµοί f  και g  

παρουσιάζονται παρακάτω για την 3C . 

 

 
 

Σχήµα 3.34  Οι οµοιοµορφισµοί g  και f  

 

 

  Συνθέτοντας τον h  µε τον f  ή µε κάποια δύναµη του g , µπορούµε να λάβουµε έναν 

οµοιοµορφισµό j  που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου, τέτοιον ώστε 

( ) ( ) ( )1 1,  ,  j A A j B B j a a= = =  και ( )1 1j b b= . Έστω ότι η nC  έχει τουλάχιστον τρεις 

συνδέσεις. Τότε, είτε ( ) ( ) ,  i i i ij a a j b b= = , i∀ , είτε ( ) ( )2 2 ,  n nj a a j b b= = . ∆ίνοντας 

προσανατολισµό στις πλευρές A  και B  (µε φορά την αύξουσα αρίθµηση των κορυφών), 

είτε ο j  διατηρεί τον προσανατολισµό των A  και B , είτε τον αντιστρέφει. Σε κάθε 

περίπτωση όµως είναι ( ) ( ) ( ), ,Lk A B Lk j A j B=    . Αυτό οδηγεί σε αντίφαση γιατί ο 



 78 

οµοιοµορφισµός j  αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου και ( ), 0Lk A B ≠ . Άρα, 

αν η nC  έχει τουλάχιστον τρεις συνδέσεις, τότε αυτή η εµφύτευση της nC  είναι 

τοπολογικώς µη αµφίχειρη.                                                                                               □  

 

  Για 1n =  και για 2n = , υπάρχει τοπολογικά αµφίχειρη εµφύτευση της nC  ως λωρίδα 

µε δύο µισές στροφές. Πιο συγκεκριµένα, µπορούµε να µετασχηµατίσουµε τη 2C  στο 

Σχήµα 3.35, όπου το κατοπτρικό επίπεδο θα περιλαµβάνει τη καµπύλη A  και η καµπύλη 

B  είναι εµφυτευµένη σε κάθετο επίπεδο. 

 

 
 

Σχήµα 3.35  Τοπολογικώς αµφίχειρη αναπαράσταση της 2C  

 

 

Η κατοπτρική εικόνα της 2C  είναι η ίδια η 2C , ενώ µια τοπολογικά αµφίχειρη 

εµφύτευση της 1C  προκύπτει από τα προηγούµενα, παραλείποντας µια σύνδεση από τη 

2C  του σχήµατος. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 79 

4 

 

ΕΙ∆Η ΑΜΦΙΧΕΙΡΙΑΣ 
 

 

  Όπως αναφέραµε, υπάρχουν διαφορετικά είδη αµφιχειρίας. Υπάρχει το εργαστηριακό 

σενάριο, κατά το οποίο ένα µόριο είναι αµφίχειρο αν µπορεί χηµικώς να 

µετασχηµατιστεί στη κατοπτρική του εικόνα. Υπάρχει το γεωµετρικό σενάριο, κατά το 

οποίο ένα άκαµπτο γράφηµα είναι αµφίχειρο αν µπορεί να υπερτεθεί στη κατοπτρική του 

εικόνα, και υπάρχει και το τοπολογικό σενάριο, κατά το οποίο ένα εµφυτευµένο 

γράφηµα είναι τοπολογικώς αµφίχειρο αν είναι ισοτοπικό µε την κατοπτρική του εικόνα. 

Είδαµε επίσης, ότι τοπολογική µη αµφιχειρία συνεπάγεται χηµική µη αµφιχειρία. Όπως 

θα δούµε στο παρόν κεφάλαιο, δεν συµβαίνει το ίδιο µε τη γεωµετρική µη αµφιχειρία.  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.1.  Καλούµε συµµετρική αναπαράσταση (symmetry presentation) ενός 

γραφήµατος µια εµφύτευση του γραφήµατος που είναι γεωµετρικά αµφίχειρη. 

 

  Βασιζόµενος σε µια εργασία του Van Gulick, που γράφτηκε το 1960 αλλά 

δηµοσιεύτηκε µόλις το 1993, ο Walba (1983) ονόµασε ένα µόριο ευκλείδεια ελαστικό 

γάντι (Euclidean rubber glove) αν µπορούσε χηµικώς να µετασχηµατιστεί στη 

κατοπτρική του εικόνα (δηλαδή είναι ένα αµφίχειρο µόριο), αλλά χηµικώς δεν είχε 

συµµετρική αναπαράσταση. Το 1954 ο Mislow επέδειξε το πρώτο µόριο που χηµικώς 

είναι αµφίχειρο, αλλά που το µοριακό του γράφηµα είναι γεωµετρικά µη αµφίχειρο 

χρησιµοποιώντας ένα παράγωγο διφαινυλίου (Mislow, K., R. Bolstad, “Molecular 

dissymmetry and optical inactivity”, J. Am. Chem. Soc. 77, 1955, 6712-6713). 

 

 
 

Σχήµα 4.1  Ευκλείδεια ελαστικό γάντι µε τη κατοπτρική του εικόνα 

 

 

  Η χηµική αµφιχειρία του παραπάνω µορίου φαίνεται ως εξής: Αν στρέψουµε το µόριο 

κατά 90�  γύρω από έναν οριζόντιο άξονα και στη συνέχεια περιστρέψουµε τις προπέλες 

στην αρχική τους θέση, θα προκύψει η κατοπτρική εικόνα του µορίου. Για τη γεωµετρική 

µη αµφιχειρία παρατηρούµε τα εξής: Αν θεωρήσουµε το µόριο άκαµπτο, τότε δεν 

µπορούµε να περιστρέψουµε τις προπέλες διατηρώντας σταθερό το υπόλοιπο µόριο. Στο 

αρχικό µόριο η αριστερή προπέλα είναι παράλληλη µε το γειτονικό της εξάγωνο, ενώ 

στη κατοπτρική της εικόνα η αριστερή προπέλα είναι κάθετη προς το γειτονικό της 

εξάγωνο. Με µία περιστροφή κατά 180�  ως προς κάθετο άξονα, τα µόρια θα 

φαινόντουσαν να συµφωνούν και η αριστερή προπέλα θα φαινόταν σαν δεξιά προπέλα. 

Όµως, στη πραγµατικότητα ο δεσµός που ενώνει τη προπέλα µε το υπόλοιπο µόριο 

βρισκόταν στο πίσω µέρος του επιπέδου, τώρα θα βρίσκεται µπροστά από το επίπεδο. 
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4.1 ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΑ ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΓΑΝΤΙΑ 
 

  Ο Walba αναρωτήθηκε αν υπάρχει τέτοια δοµή όταν το γράφηµα είναι εύκαµπτο και 

όταν η συµµετρική αναπαράσταση του µορίου, που χηµικώς δεν υπάρχει για τα 

ευκλείδεια ελαστικά γάντια, υπάρχει τοπολογικώς.  Πιο συγκεκριµένα: υπάρχει µοριακό 

γράφηµα στον τρισδιάστατο χώρο, χηµικά µη αµφίχειρο, τέτοιο ώστε, ακόµα και αν ήταν 

τελείως εύκαµπτο να µη µπορούσε να ισοτοπηθεί σε συµµετρική αναπαράσταση. 

Ονόµασε τέτοιες δοµές ως τοπολογικά ελαστικά γάντια (topological rubber gloves). Το 

µόριο του Mislow δεν είναι τοπολογικά ελαστικό γάντι, εφόσον αν ήταν εύκαµπτο θα 

µπορούσε να µετασχηµατιστεί σε επίπεδο γράφηµα και άρα θα αποτελούσε κατοπτρική 

εικόνα του εαυτού του. 

  Ο Walba είκασε ότι ο κόµβος figure 8 ήταν τοπολογικά ελαστικό γάντι, αφού µπορούσε 

να τον µετασχηµατίσει στη κατοπτρική του εικόνα, αλλά δεν µπορούσε να βρει 

συµµετρική αναπαράσταση. Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται ο µετασχηµατισµός του 

figure 8 στη κατοπτρική του εικόνα. 

 

 
 

Σχήµα 4.2  Ο figure 8 είναι αµφίχειρας 

 

 

Αν περιστρέψουµε το πρώτο διάγραµµα της εικόνας κατά 180�  ως προς ένα κατακόρυφο 

άξονα θα προκύψει το δεύτερο διάγραµµα και αν στρέψουµε πάλι κατά 180�  το µεγάλο 

τόξο, διατηρώντας ακίνητο τον υπόλοιπο κόµβο, θα καταλήξουµε στο τρίτο διάγραµµα 

του Σχήµατος 4.2, που είναι και η κατοπτρική εικόνα του πρώτου διαγράµµατος. ∆εν 

είναι δυνατόν να υπερτεθεί ο figure 8 στη κατοπτρική του εικόνα κατά τον παραπάνω 

µετασχηµατισµό, αλλά υπάρχει διαφορετικό διάγραµµα του κόµβου figure 8 που µπορεί 

να υπερτεθεί στη κατοπτρική του εικόνα, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήµα. 

 

 
 

Σχήµα 4.3  Συµµετρική αναπαράσταση του figure 8 κόµβου 
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Καταλήγουµε στο δεύτερο διάγραµµα αν στρέψουµε το πρώτο κατά 90�  γύρω από έναν 

κάθετο στο επίπεδο που κείται ο κόµβος άξονα, ο οποίος διέρχεται από το κέντρο του 

σχήµατος. Εποµένως ο κόµβος figure 8 επίσης δεν αποτελεί παράδειγµα τοπολογικά 

ελαστικού γαντιού. 

 

  Οι ορισµοί και οι παρατηρήσεις που ακολουθούν σκοπεύουν στη παρουσίαση κόµβων 

που είναι τοπολογικά ελαστικά γάντια. Το παραπάνω παράδειγµα µας οδηγεί στον 

ακόλουθο ορισµό. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.2.  Ένα εµφυτευµένο γράφηµα καλείται άκαµπτα αµφίχειρο (rigidly 

achiral) όταν, θεωρούµενο εύκαµπτο, µπορεί να ισοτοπηθεί σε µία θέση από την οποία 

µπορεί να περιστραφεί στην κατοπτρική του εικόνα. Άρα, ένα άκαµπτα αµφίχειρο 

γράφηµα έχει συµµετρική αναπαράσταση. 

 

  Πράγµατι, ο κόµβος figure 8 είναι άκαµπτα αµφίχειρας.  Σύµφωνα µε τον ορισµό, κάθε 

εµφυτευµένο γράφηµα το οποίο µπορεί να περιστραφεί στη κατοπτρική του εικόνα ή το 

οποίο είναι συµµετρικό ως προς ένα επίπεδο, θα είναι άκαµπτα αµφίχειρο. Ο παραπάνω 

ορισµός είναι κάπου ανάµεσα στη τοπολογική αµφιχειρία και στη γεωµετρική 

αµφιχειρία. 

 

  Ας θεωρήσουµε τα µόρια L-αλανίνη και  D-αλανίνη, τα οποία είναι άκαµπτα και 

αποτελούν εναντιοµερή (Σχήµα 1.20). Αν το µόριο της L-αλανίνης ήταν εύκαµπτο, θα 

µπορούσε να παραστεί στο επίπεδο και το διάγραµµα αυτό θα µπορούσε να οδηγήσει σε 

επίπεδη παράσταση του µορίου της D-αλανίνης. Σύµφωνα µε τον Ορισµό 4.2, τα µόρια 

του Σχήµατος 1.20 θα είναι άκαµπτα αµφίχειρα. 

 

  Ένα εµφυτευµένο γράφηµα το οποίο µπορεί να υπερτεθεί στη κατοπτρική του εικόνα 

είναι άκαµπτα αµφίχειρο και ένα εµφυτευµένο γράφηµα που είναι άκαµπτα αµφίχειρο 

µπορεί να µετασχηµατιστεί στη κατοπτρική του εικόνα και άρα είναι τοπολογικώς 

αµφίχειρο.  

 

  Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, ένας οµοιοµορφισµός είτε θα αντιστρέφει, είτε θα διατηρεί 

τον προσανατολισµό του χώρου και ανεξάρτητα από αυτό, είτε θα διατηρεί είτε θα 

αντιστρέφει τον προσανατολισµό ενός κόµβου. Χαρακτηρίζουµε την ιδιότητα της 

αµφιχειρίας ενός κόµβου ανάλογα µε το πως επηρεάζει ένας οµοιοµορφισµός τον 

προσανατολισµό του. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.3.  Έστω κόµβος K  στον 3
ℝ  και έστω ότι υπάρχει οµοιοµορφισµός 

( ) ( )3 3 : , ,h K K→ℝ ℝ , ο οποίος αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου. ∆ίνουµε 

προσανατολισµό στον κόµβο K  και αν ο h  διατηρεί τον προσανατολισµό του K , τότε ο 

K  καλείται θετικά αµφίχειρας (positive achiral). Αν ο h  αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό του K , τότε ο K  καλείται αρνητικά αµφίχειρας (negative achiral). 

 

  Κάθε τοπολογικά αµφίχειρας κόµβος θα είναι είτε θετικά, είτε αρνητικά αµφίχειρας. 

Ένας κόµβος µπορεί να είναι και θετικά και αρνητικά αµφίχειρας, χρησιµοποιώντας δύο 

διαφορετικούς οµοιοµορφισµούς, όπως για παράδειγµα στο Σχήµα 4.4. 
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Σχήµα 4.4  Κόµβος θετικά και αρνητικά αµφίχειρας 

 

 

Στην αριστερή εικόνα του σχήµατος φαίνεται ότι  ο αµφίχειρας κόµβος έχει µια 

ανάκλαση ως προς κατακόρυφο επίπεδο, η οποία αντιστρέφει τον προσανατολισµό του 

και η οποία αποτελεί οµοιοµορφισµό που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου. 

Άρα ο κόµβος είναι αρνητικά αµφίχειρας. Στη δεξιά εικόνα του σχήµατος φαίνεται ότι 

µπορούµε να περιστρέψουµε τον ίδιο κόµβο κατά 180�  γύρω από ένα κεντρικό άξονα, 

κάθετο στο επίπεδό του, στη συνέχεια να τον κατοπτρίσουµε ως προς το επίπεδο της 

σελίδας και να προκύψει έτσι ο αρχικός κόµβος. Αυτή η σύνθεση περιστροφής – 

αντανάκλασης αποτελεί οµοιοµορφισµό που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του 

χώρου και που απεικονίζει τον κόµβο στον εαυτό του διατηρεί τον προσανατολισµό του. 

Άρα ο κόµβος είναι και θετικά αµφίχειρας. 

 

  Καλούµε ένα κόµβο θετικά άκαµπτα αµφίχειρο ή αρνητικά άκαµπτα αµφίχειρο στον 3
ℝ  

αν ο οµοιοµορφισµός του Ορισµού 4.3 έχει πεπερασµένο βαθµό. Ο παραπάνω κόµβος 

είναι και θετικά άκαµπτα αµφίχειρας και αρνητικά άκαµπτα αµφίχειρας, αφού και οι δύο 

οµοιοµορφισµοί έχουν βαθµό ίσο µε δύο. 

 

  Ας παρατηρήσουµε τώρα ότι ο κόµβος του Σχήµατος 4.4 είναι συνδετικό άθροισµα ενός 

δεξιόστροφου και ενός αριστερόστροφου trefoil. Οι Carina, Dietrich-Buchecker και 

Sauvage (1996) συνέθεσαν το πρώτο µοριακό συνδετικό άθροισµα, το οποίο αποτελείται 

από δύο κόµβους trefoil όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.5 

 

 
 

Σχήµα 4.5  Μοριακό συνδετικό άθροισµα 

 

 

  Θέλουµε να αποδείξουµε ότι κάθε αρνητικά άκαµπτα αµφίχειρος κόµβος στον 3
ℝ  είναι 

συνδετικό άθροισµα και για να το δείξουµε αυτό θα χρειαστούµε τη θεωρία ταξινόµησης 
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των συνόλων σταθερών σηµείων οµοιοµορφισµών πεπερασµένου βαθµού, η οποία 

αναπτύχθηκε το 1939 από τον P.A. Smith. 

  Το σύνολο των σταθερών σηµείων ενός οµοιοµορφισµού 3 3 : h →ℝ ℝ  είναι το σύνολο 

που αποτελείται από εκείνα τα σηµεία x  για τα οποία ισχύει ( )h x x= . Για παράδειγµα, 

κάθε ανάκλαση του 3
ℝ  θα έχει σύνολο σταθερών σηµείων ένα επίπεδο, ενώ κάθε 

περιστροφή στον 3
ℝ  θα έχει σύνολο σταθερών σηµείων τον άξονα, γύρω από τον οποίο 

γίνεται η περιστροφή. Η σύνθεση µιας ανάκλασης και µιας περιστροφής γύρω από έναν 

άξονα κάθετο στο επίπεδο της ανάκλασης, θα αφήνει σταθερό µόνο το σηµείο που ο 

άξονας περιστροφής τέµνει το επίπεδο της ανάκλασης. Έστω 3 3 : h →ℝ ℝ  

οµοιοµορφισµός πεπερασµένου βαθµού. Αν ο h  διατηρεί τον προσανατολισµό του 

χώρου, τότε, σύµφωνα µε τη θεωρία του Smith, το σύνολο των σταθερών σηµείων του h  

θα είναι οµοιοµορφικό µε µια ευθεία και άρα ο h  θα προκύπτει µετασχηµατίζοντας, µετά 

περιστρέφοντας και µετά αντιστρέφοντας τον προηγούµενο µετασχηµατισµό. Αν ο h  

αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου, τότε, το σύνολο των σταθερών σηµείων 

του h  είτε θα αποτελείται από ένα σηµείο, είτε θα είναι οµοιοµορφικό µε ένα επίπεδο 

και άρα ο h  θα προκύπτει µετασχηµατίζοντας, µετά περιστρέφοντας και αντανακλώντας 

ή µόνο ανακλώντας και µετά αντιστρέφοντας τον αρχικό µετασχηµατισµό. 

  Ας υποθέσουµε τώρα ότι ο οµοιοµορφισµός h  έχει πεπερασµένο βαθµό και ότι ο K  

είναι µια απλή κλειστή καµπύλη τέτοια ώστε ( )h K K= . Το ερώτηµα είναι εάν κάποια 

από τα σηµεία του K  είναι σταθερά σηµεία του h . Αν ο h  διατηρεί τον 

προσανατολισµό του K , τότε το σύνολο σταθερών σηµείων του h , που ανήκουν στο K  

θα είναι το κενό, ενώ αν ο h  αντιστρέφει τον προσανατολισµό του K , τότε το σύνολο 

των σταθερών σηµείων του h , που ανήκουν στο K  θα αποτελείται από δύο ακριβώς 

σηµεία του K . 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.4.  (Flapan; 1987)  Αν ένας µη τετριµµένος κόµβος είναι αρνητικά 

άκαµπτα αµφίχειρας στον 3
ℝ , τότε είναι συνδετικό άθροισµα. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   Έστω K  ένας προσανατολισµένος µη τετριµµένος κόµβος που είναι 

αρνητικά άκαµπτα αµφίχειρος στον 3
ℝ . Τότε υπάρχει ( ) ( )3 3 : , ,h K K→ℝ ℝ  

οµοιοµορφισµός πεπερασµένου βαθµού, ο οποίος αντιστρέφει τον προσανατολισµό του 

χώρου και τον προσανατολισµό του κόµβου. Αφού ο h  αντιστρέφει τον προσανατολισµό 

του κόµβου και έχει πεπερασµένο βαθµό, έπεται ότι ο h  θα αφήνει αµετάβλητα δύο 

σηµεία του K , έστω τα p  και q . Ακόµα, αφού ο h  είναι οµοιοµορφισµός του 3
ℝ  που 

αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου και έχει πεπερασµένο βαθµό, από τη θεωρία 

του Smith έπεται ότι το σύνολο των σταθερών σηµείων του h  θα είναι είτε ένα σηµείο, 

είτε θα είναι οµοιοµορφικό µε ένα επίπεδο. Γνωρίζουµε όµως ότι τα σηµεία  p  και q  

ανήκουν στο σύνολο των σταθερών σηµείων του h , και άρα το σύνολο των σταθερών 

σηµείων του h  θα είναι ένα σύνολο F , το οποίο είναι οµοιοµορφικό µε το επίπεδο. Ο h  

θα εναλλάσσει τις δύο συνιστώσες του 3 F−ℝ , εφόσον είναι οµοιοµορφισµός που 

αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου και εφόσον αφήνει αµετάβλητα τα σηµεία 

του συνόλου F . Έστω B  ένα οποιοδήποτε τόξο στο F  µε άκρα τα σηµεία p , q  και 

έστω 1 2,K K  οι δύο απλές κλειστές καµπύλες που προκύπτουν αν ενώσουµε κάθε 

συνιστώσα του { },K p q−  µε το τόξο B . Ο οµοιοµορφισµός h  εναλλάσσει τις δύο 

συνιστώσες του { },K p q−  και αφήνει αµετάβλητο κάθε σηµείο του τόξου B . Άρα ο h  
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εναλλάσσει τις καµπύλες 1K  και 2K . Εποµένως, είτε και οι δύο 1 2,K K  θα είναι µη 

τετριµµένοι κόµβοι και µάλιστα ο ένας κόµβος θα είναι η κατοπτρική εικόνα του άλλου, 

είτε και οι δύο θα είναι ο τετριµµένος κόµβος. Αν και οι δύο ήταν ο τετριµµένος κόµβος, 

τότε ο K  θα ήταν ο τετριµµένος κόµβος, που είναι άτοπο από την υπόθεση και άρα η 

καµπύλη 1K  και η καµπύλη 2K  θα είναι µη τετριµµένοι κόµβοι. Εποµένως ο K  είναι 

ένα συνδετικό άθροισµα.                                                                                                   □  

 

  Το Θεώρηµα 4.4 µας βοηθάει να κατασκευάσουµε ένα παράδειγµα τοπολογικά 

ελαστικού γαντιού στον 3
ℝ . Για να το πετύχουµε αυτό, αρχικά θεωρούµε ένα κόµβο που 

δεν είναι συνδετικό άθροισµα και ο οποίος είναι αρνητικά αµφίχειρας και όχι θετικά 

αµφίχειρας. Ο πιο απλός κόµβος µε τις παραπάνω ιδιότητες είναι ο κόµβος 178 . 

 

 
 

Σχήµα 4.6  Ο κόµβος 178  

 

 

Ο Kawauchi απέδειξε ότι ο κόµβος 178  δεν είναι θετικά αµφίχειρας (A. Kawauchi, “The 

invertibility problem on amphicheiral excellent knots”, Proc. Japan Acad. Series A 55, 

1979 p. 399-402).  Από το Σχήµα 4.7 και τον µετασχηµατισµό του κόµβου στη 

κατοπτρική του εικόνα φαίνεται ότι ο κόµβος αυτός είναι αρνητικά αµφίχειρας και άρα 

τοπολογικά αµφίχειρας. 

 

 
 

Σχήµα 4.7  Μετασχηµατισµός του κόµβου στη κατοπτρική εικόνα που αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό του 

 

 

Αρχικά περιστρέφουµε τον κόµβο κατά 180�  γύρω από έναν άξονα κάθετο στο επίπεδο 

της σελίδας και στη συνέχεια µεταφέρουµε το µεγάλο τόξο που βρίσκεται κάτω από τον 

κόµβο από πάνω, διατηρώντας τον κόµβο αµετάβλητο. Αφού ο κόµβος 178  δεν είναι 

συνδετικό άθροισµα, έπεται από το Θεώρηµα 4.4 ότι δεν είναι αρνητικά άκαµπτα 

αµφίχειρας και αφού δεν είναι θετικά αµφίχειρας δεν θα είναι και θετικά άκαµπτα 

αµφίχειρας. Άρα ο κόµβος 178  είναι τοπολογικώς αµφίχειρας αλλά όχι άκαµπτα 

αµφίχειρας, δηλαδή είναι τοπολογικά ελαστικό γάντι στον 3
ℝ . Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο 

κόµβος 178  δεν είναι τοπολογικά ελαστικό γάντι στην 3S , εφόσον έχει συµµετρική 

αναπαράσταση, που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
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Σχήµα 4.8  Συµµετρική αναπαράσταση του κόµβου 178  στην 3S  

 

 

4.2 ΜΟΡΙΑΚΑ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΑ ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΓΑΝΤΙΑ 
 

  Ο κόµβος 178  αποτελεί ένα παράδειγµα τοπολογικά ελαστικού γαντιού στον 3
ℝ , αλλά 

δεν αποτελεί µοριακό γράφηµα. Το 1992 οι Du και Seeman συνέθεσαν ένα µονού 

νήµατος DNA σε µορφή κόµβου figure 8 (S. Du and N. Seeman “Synthesis of DNA knot 

containing both positive and negative nodes”, J. Am. Chem. Soc. 114, 1992, p.9652-

9655), του οποίου το γράφηµα απεδείχθη το 1995 ότι είναι τοπολογικά ελαστικό γάντι. 

Τοπικά, το παραπάνω µοριακό γράφηµα αποτελείται από 66 έως 104 νουκλεοτίδια, τα 

οποία περιέχουν φωσφορικό άλας, ζάχαρη και µία από τις τέσσερις βάσεις, κυτοσίνη, 

θυµίνη, αδενίνη και γουανίνη, ενώ γενικά έχει τη µορφή του figure 8. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.5. (Flapan, Seeman) Το γράφηµα του µονού νήµατος DNA κόµβου 

figure 8 είναι τοπολογικά ελαστικό γάντι. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ   Αρχικά θα δείξουµε ότι το µοριακό γράφηµα είναι τοπολογικά αµφίχειρο. 

Θεωρώντας το ότι είναι εύκαµπτο, µετασχηµατίζουµε το γράφηµα έτσι ώστε τα µόρια 

ζάχαρης και οι βάσεις να ανήκουν στο ίδιο επίπεδο της σελίδας, το οποίο περιέχει και τα 

φωσφορικά άλατα. Στα Σχήµατα 4.2, 4.3 φαίνεται ο µετασχηµατισµός του figure 8 σε 

συµµετρική αναπαράσταση, την οποία µπορούµε να περιστρέψουµε κατά 90�  και να 

καταλήξουµε στη κατοπτρική του εικόνα. Η περιστροφή του µοριακού γραφήµατος έχει 

την «παρενέργεια» να µετακινούνται οι βάσεις σε νέες θέσεις. Παρ’ όλ’ αυτά, µπορούµε 

να ολισθήσουµε τις βάσεις ώστε να αποκτήσουν τις αρχικές τους θέσεις και να γείρουµε 

τα µόρια ζάχαρης και τις βάσεις έτσι ώστε οι γωνίες τους να γίνουν οι κατοπτρικές από 

τις αρχικές τους. Άρα, το µοριακό γράφηµα του DNA σε µορφή κόµβου figure 8 είναι 

τοπολογικώς αµφίχειρο. Σηµειώνουµε ότι στην πραγµατικότητα οι ζάχαρες και οι βάσεις 

δεν µπορούν να γείρουν στις ζητούµενες θέσεις, άρα το µόριο είναι χηµικώς µη 

αµφίχειρο. Στη συνέχεια θα δείξουµε ότι το παραπάνω µόριο δεν έχει συµµετρική 

αναπαράσταση. Γι’ αυτό, αρκεί να δείξουµε ότι είναι άκαµπτα µη αµφίχειρο. 

  Έστω K  το αρχικό µοριακό γράφηµα του DNA και ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένας 

πεπερασµένου βαθµού οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3 : , ,h K K→ℝ ℝ , που αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό του χώρου. Όπως φαίνεται και στο Σχήµα 4.9, όλες οι βάσεις έχουν 

διαφορετικά µοριακά γραφήµατα ( το γράµµα R  στο σχήµα καθορίζει το σηµείο που 

κάθε βάση ενώνεται µε το υπόλοιπο µόριο). 
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Σχήµα 4.9  Τα µοριακά γραφήµατα των βάσεων 

 

 

Προκύπτει άµεσα ότι ο οµοιοµορφισµός h  θα πρέπει να απεικονίζει κάθε βάση σε βάση 

ίδιου τύπου. Για απλότητα µπορούµε να θεωρούµε το γράφηµα K  σαν τον κόµβο figure 

8 µε ονόµατα κορυφών , ,C T A  και G , και τον οµοιοµορφισµό h  να απεικονίζει τον K  

στον εαυτό του, απεικονίζοντας ακόµα κάθε κορυφή σε κορυφή µε την ίδια ονοµασία. Ο 

κόµβος figure 8 όµως, είναι οµοιοµορφικός µε ένα κύκλο και επειδή ο h  έχει 

πεπερασµένο βαθµό, έπεται ότι ο h  είτε ανακλά, είτε περιστρέφει τις κορυφές γύρω από 

τον κόµβο figure 8. Οι βάσεις όµως στον DNA κόµβο figure 8 δεν επαναλαµβάνονται 

συµµετρικά από πάνω προς τα κάτω και άρα ο οµοιοµορφισµός h  δεν µπορεί να ανακλά 

τις βάσεις στο µόριο. Ακόµα, οι βάσεις δεν επαναλαµβάνονται συστηµατικά στο µόριο 

του DNA κόµβου figure 8 και άρα ο οµοιοµορφισµός h  δεν µπορεί να περιστρέφει τις 

κορυφές γύρω από τον κόµβο. Άρα, ο h  προκαλεί περιστροφή κατά 0�  και απεικονίζει 

έτσι κάθε βάση στον εαυτό της. Παρατηρώντας το Σχήµα 4.9 και το Σχήµα 4.10, όπου 

παρουσιάζεται η «ραχοκοκαλιά» του DNA, βλέπουµε ότι ο οµοιοµορφισµός h  θα 

αφήνει αµετάβλητο κάθε σηµείο του µοριακού γραφήµατος, εκτός ίσως από κάποια 

άτοµα υδρογόνου. 

 

 
 

Σχήµα 4.10  ∆ύο νουκλεοτίδια 
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Από τη θεωρία του Smith και αφού ο h  είναι πεπερασµένου βαθµού οµοιοµορφισµός 

του 3
ℝ  που αντιστρέφει τον προσανατολισµό του χώρου, το σύνολο των σταθερών 

σηµείων του h  είτε θα αποτελείται από ένα σηµείο, είτε θα είναι οµοιοµορφικό µε ένα 

επίπεδο. Και αφού όπως είδαµε ο h  θα αφήνει αµετάβλητο κάθε σηµείο του µοριακού 

γραφήµατος, εκτός ίσως από κάποια άτοµα υδρογόνου, έπεται ότι το σύνολο των 

σταθερών σηµείων του h  δεν µπορεί να αποτελείται από ένα σηµείο. Το µοριακό 

γράφηµα λοιπόν, θα περιέχεται σε ένα σύνολο οµοιοµορφικό του επιπέδου. Αυτό όµως 

είναι αδύνατο, γιατί το µοριακό γράφηµα έχει τη δοµή του κόµβου figure 8 και µόνο ο 

τετριµµένος κόµβος µπορεί να παρασταθεί στο επίπεδο. Άρα δεν υπάρχει τέτοιος  

οµοιοµορφισµός h  και άρα το γράφηµα του µονού νήµατος DNA κόµβου figure 8 είναι 

τοπολογικά ελαστικό γάντι.                                                                                              □  

 

  Σε αντίθεση µε το παραπάνω, το 1997 οι Chambron, Sauvage Mislow συνέθεσαν ένα 

νέο είδος τοπολογικά ελαστικών γαντιών (Chambron, J.-C., J.-P. Sauvage, K. Mislow, 

“A chemically achiral molecule with no rigid achiral presentations”, J. Am. Chem. Soc. 

114, 1997, p.9558-9559). Το µόριο αυτό αποτελείται από έναν µη τετριµµένο κρίκο, ο 

οποίος είναι χηµικώς αµφίχειρας (και άρα και τοπολογικώς), αλλά όχι άκαµπτα 

αµφίχειρας. Το µόριο αυτό αποτελεί το πρώτο τοπολογικά ελαστικό γάντι που δεν 

σχετίζεται µε το DNA και είναι το πρώτο τοπολογικά ελαστικό µόριο που είναι και 

χηµικώς αµφίχειρας (Σχήµα 4.11). 

 

     
 

Σχήµα 4.11  Μοριακό τοπολογικά ελαστικό γάντι που είναι χηµικώς αµφίχειρας 

 

 

4.3 ΕΓΓΕΝΩΣ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΑ ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΓΑΝΤΙΑ 
 

  Οι συγκεκριµένες εµφυτεύσεις των γραφηµάτων στα παραδείγµατα τοπολογικά 

ελαστικών γαντιών που είδαµε έως τώρα, αποτελούν το λόγο που τα γραφήµατα αυτά 

δεν είναι άκαµπτα αµφίχειρα. Αν θεωρούσαµε εµφυτεύσεις των γραφηµάτων αυτών στο 

επίπεδο, τότε τα γραφήµατα θα ήταν άκαµπτα αµφίχειρα και άρα δεν θα ήταν τοπολογικά 

ελαστικά γάντια. Είδαµε στο Κεφάλαιο 3 ότι οι σκάλες Moebius µε περιττό αριθµό 

συνδέσεων είναι εγγενώς µη αµφίχειρες, δηλαδή ότι κάθε εµφύτευση του γραφήµατος 

είναι µη αµφίχειρη. ∆εν υπάρχει όµως γράφηµα που να είναι εγγενώς τοπολογικά 

ελαστικό γάντι µε την έννοια ότι κάθε εµφύτευσή του είναι τοπολογικά ελαστικό γάντι. 

Πράγµατι, κάθε γράφηµα που περιέχει απλές κλειστές καµπύλες έχει εµφυτεύσεις που 
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είναι τοπολογικώς µη αµφίχειρες και άρα δεν είναι τοπολογικά ελαστικά γάντια, ενώ 

κάθε γράφηµα που δεν περιέχει απλές κλειστές καµπύλες θα έχει εµφύτευση που είναι 

επίπεδη, θα είναι δηλαδή και τοπολογικά και άκαµπτα αµφίχειρο και άρα δεν είναι 

τοπολογικά ελαστικό γάντι. 

 

  Θα κατασκευάσουµε ένα εµφυτευµένο γράφηµα που είναι τοπολογικώς αµφίχειρο και 

που δεν υπάρχει εµφύτευσή του στην 3S  που να είναι άκαµπτα αµφίχειρη. 

  Θεωρούµε το εµφυτευµένο γράφηµα G  µιας σκάλας Moebius M  µε τέσσερις 

συνδέσεις, που είναι εµφυτευµένη στην 3S  ώστε να είναι τοπολογικώς αµφίχειρη, και 

που συνδέεται µε ένα επίπεδο τρίγωνο T  µέσω πλευρών 1e  και 2e . 

 

 
 

Σχήµα 4.12  Τοπολογικά αµφίχειρο γράφηµα G  που καµία εµφύτευσή του δεν είναι 

άκαµπτα αµφίχειρη 

 

 

Ένας οµοιοµορφισµός αυτής της εµφύτευσης ( ) ( )3 3 : , ,h S G S G→ , που αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό του χώρου, προκύπτει αν περιστρέψουµε τη σκάλα Moebius κατά 90�  

ως προς άξονα που διέρχεται από τα ,x y , αφήνοντας ταυτόχρονα αµετάβλητα τα T ,  1e  

και 2e , και στη συνέχεια ανακλώντας ολόκληρο το γράφηµα µέσω ενός οριζοντίου 

επιπέδου που έχει τη κορυφή v  και τον κεντρικό κύκλο της M . Ο οµοιοµορφισµός h  

ανακλά ολόκληρο το γράφηµα, αλλά περιστρέφει µόνο την αριστερή του πλευρά και άρα 

ο h  δεν έχει πεπερασµένο βαθµό. 

  Υποθέτουµε ότι το γράφηµα G  είναι εµφυτευµένο στην 3S  έτσι ώστε να υπάρχει ένας 

πεπερασµένου βαθµού οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3 : , ,h S G S G→ , που αντιστρέφει τον 

προσανατολισµό του χώρου. Λόγω της δοµής του γραφήµατος, θα πρέπει ( )h M M= , 

( )h T T=  και ( )h v v= . Ακόµα ο h  θα πρέπει να επάγει έναν αυτοµορφισµό στις 

κορυφές του T  βαθµού ένα ή δύο (λόγω της δοµής του T ). Σε κάθε περίπτωση ο 2h  θα 

αφήνει αµετάβλητο κάθε σηµείο του T  και άρα και κάθε σηµείο των πλευρών 1e  και 2e  

που συνδέουν το T  µε τη M . Γνωρίζουµε ακόµα ότι ο 2h  έχει πεπερασµένο βαθµό. Από 

τη θεωρία του Smith και επειδή ο 2h  πρέπει να διατηρεί τον προσανατολισµό του χώρου, 

αν ο 2h  δεν είναι η ταυτοτική απεικόνιση, τότε το σύνολο των σταθερών σηµείων του 

είναι είτε το κενό, είτε οµοιοµορφικό µε έναν κύκλο. Όµως, το τµήµα 1 2e Te  δεν είναι 

οµοιοµορφικό µε κύκλο. Άρα ο 2h  θα είναι η ταυτοτική απεικόνιση. Για τη 

συγκεκριµένη σκάλα Moebius M  µε τέσσερις συνδέσεις και µε βρόγχο K  ισχύει 

( )h K K= , από Λήµµα 3.5 και επειδή ο h  έχει βαθµό δύο, θα πρέπει ( )i ih a a= , για 

κάθε σύνδεση ia . Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε το Θεώρηµα 3.10 και άρα δεν υπάρχει 

τέτοιος οµοιοµορφισµός h . 
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  Από τα παραπάνω προκύπτει ότι κανένα τοπολογικό ισοµερές του γραφήµατος G  δεν 

µπορεί να περιστραφεί στη κατοπτρική του εικόνα και άρα δεν έχει συµµετρική 

αναπαράσταση, και ότι το γράφηµα G  είναι τοπολογικά ελαστικό γάντι. 

 

  Όπως αναφέραµε και παραπάνω, δεν υπάρχει γράφηµα που να είναι εγγενώς 

τοπολογικά ελαστικό γάντι. Για παράδειγµα, όπως δείξαµε, κάθε εµφύτευση του 

παραπάνω γραφήµατος G  δεν έχει συµµετρική αναπαράσταση. Υπάρχουν όµως 

εµφυτεύσεις του G  που είναι τοπολογικά µη αµφίχειρες. Πράγµατι, στο Σχήµα 4.13 

παρουσιάζεται το γράφηµα G  µε έναν κόµβο trefoil στην πλευρά του τριγώνου T , άρα 

το γράφηµα είναι µη αµφίχειρο. Εποµένως, το γράφηµα του Σχήµατος 4.12 δεν είναι 

εγγενώς τοπολογικά ελαστικό γάντι. 

 

 
 

Σχήµα 4.13  Τοπολογικώς µη αµφίχειρη εµφύτευση του γραφήµατος G  
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5 

 

Η ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ ΤΟΥ DNA 
 

 

  Η Τοπολογία αποτελεί χρήσιµο εργαλείο στη µελέτη του DNA, καθώς τα µόρια DNA 

είναι πολύ µεγαλύτερα από τα µόρια της Οργανικής Χηµείας, που µελετήσαµε στα 

προηγούµενα κεφάλαια και γι’ αυτό το λόγο έχουν µεγαλύτερη ευελιξία. Η πιο γνωστή 

µορφή DNA είναι η B  µορφή, την οποία πρότειναν οι Watson και Crick το 1953. Το 

µοντέλο αυτό τους χάρισε το Nobel Ιατρικής το 1962 και παρουσιάζεται παρακάτω. 

 

 

5.1 Η ∆ΟΜΗ ΤΟΥ DNA 
 

  Οι Watson και Crick πρότειναν  ένα µοντέλο διπλής έλικας για το DNA , το οποίο 

βασίστηκε σε όλες τις χηµικές και φυσικές ιδιότητες που είχαν παρατηρηθεί ως τότε. 

Το DNA αποτελείται από δύο δεξιόστροφες πολυνουκλεοτιδικές έλικες, που 

περιελίσσονται γύρω από τον ίδιο άξονα ώστε να σχηµατίζουν µια διπλή έλικα. Οι 

δύο έλικες ενώνονται µε χηµικούς δεσµούς και ονοµάζονται σήµερα Watson (W ) και 

Crick (C ) προς τιµήν τους. 

  Κάθε έλικα αποτελείται από µόρια ζάχαρης και φωσφορικού άλατος και κάθε µόριο 

ζάχαρης συνδέεται µε µία από τις τέσσερις βάσεις, αδενίνη ( A ), θυµίνη (T ), 

γουανίνη ( G ),  κυτοσίνη ( C ) (Σχήµα 4.9). Οι βάσεις τοποθετούνται στο εσωτερικό 

της διπλής έλικας και τα επίπεδα των βάσεων είναι παράλληλα  µεταξύ τους και 

κάθετα προς τον επιµήκη άξονα της διπλής έλικας. Οι βάσεις της µιας έλικας 

σχηµατίζουν ζεύγη µε τις βάσεις της άλλης έλικας µε δεσµούς υδρογόνου, οι οποίοι 

συµβάλλουν στη διατήρηση της διπλής έλικας. Το ζευγάρωµα γίνεται µεταξύ 

βάσεων, οι οποίες βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο µε τέτοιο τρόπο, ώστε η αδενίνη να 

ζευγαρώνει πάντοτε µε τη θυµίνη και η γουανίνη µε τη κυτοσίνη, όπως φαίνεται και 

στο Σχήµα 5.1. Προκύπτει άµεσα ότι η ακολουθία των βάσεων στη µία έλικα 

καθορίζει την ακολουθία των βάσεων στην άλλη. 

 

                           
 

Σχήµα 5.1  ∆εσµοί µεταξύ βάσεων 

 

 

  Οι βάσεις τοποθετούνται η µια επάνω από την άλλη και η απόσταση των επιπέδων 

τους είναι 3,4
Α
. Σε µια πλήρη περιστροφή της έλικας αντιστοιχούν περίπου 10.5 

επίπεδα βάσεων και κάθε ζεύγος βάσεων στρέφεται περίπου κατά 34�  σχετικά µε το 

γειτονικό του. 
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Σχήµα 5.2  Η γεωµετρία του DNA 

 

 

  Οι δύο πολυνουκλεοτιδικές έλικες επιπλέον, είναι αντιπαράλληλες µε την έννοια ότι 

οι 3' , 5'  φωσφοδιεστερικοί δεσµοί (η µια θέση δεσµού ζάχαρης ονοµάζεται 3'  και η 

άλλη 5' ) διατρέχουν προς αντίθετες κατευθύνσεις, δηλαδή η µία άκρη της έλικας θα 

τελειώνει σε 3'  και η άλλη σε 5'  (Σχήµα 4.10).  

 

  Η διπλή έλικα DNA, που περιγράψαµε βρίσκεται στη φύση σε γραµµική µορφή ή σε 

κυκλική µορφή. Από το γεγονός ότι οι δύο πολυνουκλεοτιδικές έλικες είναι 

αντιπαράλληλες προκύπτει ότι όταν το µόριο του DNA ενωθεί κυκλικά µε 

φωσφοδιεστερικούς δεσµούς, δεν θα υπάρχει περίπτωση να προσκολληθούν οι δύο 

έλικες W  και C  µεταξύ τους, παρά µόνο η κάθε µία µε τον εαυτό της. Εποµένως, ένα 

κλειστό κυκλικό µόριο DNA έχει τη µορφή ενός στρεβλωµένου κυκλικού δακτυλίου 

και όχι τη µορφή σκάλας Moebius, όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.3. 

 

 
 

Σχήµα 5.3  Κυκλικό µόριο DNA 

 

 

5.2 ΑΜΦΙΧΕΙΡΙΑ ΤΟΥ DNA 

 

  Ένα (κλειστό) µόριο DNA µπορεί να έχει τοπικά τη µορφή κόµβου και δύο ή 

περισσότερα µόρια µπορούν να δηµιουργούν κρίκους. Στο Σχήµα 5.4 παρουσιάζεται 

µία διασταύρωση ενός τέτοιου µορίου, το οποίο συναντάται συχνά στη φύση και 

κυρίως στις µεµβράνες ανθρωπίνων κυττάρων, και στο Σχήµα 5.5 φαίνεται ένα τέτοιο 

µόριο. 
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Σχήµα 5.4  Μία διασταύρωση µορίου DNA 

 

 

 
 

Σχήµα 5.5  Μόριο DNA σε µορφή κόµβου 

 

 

  Στο Κεφάλαιο 4 αναφέραµε κυκλικό µόριο DNA σε µορφή κόµβου figure 8. Η 

δηµιουργία κόµβων µπορεί να προκληθεί από τη δράση κάποιων ενζύµων στο DNA, 

κατά τη διάρκεια της αναδιάταξης. Στο Σχήµα 5.6 παρουσιάζεται η δράση των 

ενζύµων Topo I  και Topo II  στο DNA, στο Σχήµα 5.7 η δράση του ενζύµου Topo I 

στο µόριο DNA σε µορφή κόµβου trefoil. Τέλος, στο Σχήµα 5.8 παρουσιάζεται η 

δράση του ενζύµου Topo IV και της γυράσης, τα οποία αποτελούν δύο είδη Topo IΙ 

και εµφανίζονται κατά την αναπαραγωγή του DNA. 

 

 
 

Σχήµα 5.6  ∆ράση των ενζύµων Topo I και Topo IΙ 

 

 

 
 

Σχήµα 5.7  ∆ράση του ενζύµου Topo I 
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Σχήµα 5.8  Η δράση του ενζύµου Topo IV και της γυράσης 

 

 

  Για να µελετήσουµε τη τοπολογία του DNA µπορούµε να θεωρήσουµε τη συνέλιξη 

των δύο ελίκων µέσα σε ένα κλειστό µόριο. Αν το κλειστό µόριο DNA δεν 

περιπλέκεται (είναι δηλαδή απλά κυκλικό), τότε οι δύο έλικες έχουν τη µορφή ενός 

( )2, n - torus κρίκου, όπου n  µεγάλος φυσικός αριθµός. Όπως αναφέραµε όµως στο 

Κεφάλαιο 3, για κάθε 1n > , ένας ( )2, n - torus κρίκος είναι τοπολογικώς µη 

αµφίχειρας και εποµένως κάθε κλειστό κυκλικό µόριο DNA είναι τοπολογικώς µη 

αµφίχειρο και άρα και χηµικώς. 

 

  Κάποιες από τις τεχνικές που αναφέραµε στα προηγούµενα κεφάλαια φαίνεται να 

βρίσκουν εφαρµογή και στα µόρια του DNA. Πιο συγκεκριµένα και χρησιµοποιώντας 

τον αριθµό συνέλιξης (linking number) που ορίσαµε στο Κεφάλαιο 2 για παράδειγµα, 

µπορούµε να ξεχωρίσουµε δύο µόρια DNA. Πράγµατι, αν δύο µόρια έχουν την ίδια 

ακολουθία ζευγών βάσεων, αλλά τα ζεύγη των διπλών ελίκων έχουν διαφορετικό 

αριθµό συνέλιξης, τότε τα µόρια είναι τοπολογικά στερεοϊσοµερή, και εποµένως 

χηµικά στερεοϊσοµερή. 

 

  Μία κατηγορία κόµβων που συναντάται συχνά σε πειράµατα αναδιάταξης του DNA 

είναι οι ρητοί κόµβοι. Οι ρητοί κόµβοι είναι οι πιο απλοί κόµβοι που υπάρχουν, είναι 

όλοι εναλλασσόµενοι και είναι από τις ελάχιστες κατηγορίες κόµβων που έχουν 

ταξινοµηθεί πλήρως (Schubert; 1956). Ένας ρητός κόµβος µπορεί να παρασταθεί από 

ένα ρητό αριθµό 
p

q
, όπου ( ), 1p q =  (και ένα συνεχές κλάσµα, που µπορούµε να 

φτιάξουµε από αυτόν τον αριθµό). Ισχύει το εξής θεώρηµα: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1.  (Schubert; 1956)  ∆ύο ρητοί κόµβοι 1 2,K K , που αντιστοιχούν σε 

δύο ρητούς αριθµούς 
p

q
 και 

p

q

′
′

 είναι ισοτοπικοί αν και µόνο αν: 
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1. p p′=  

2. ( )modq q p′≡  ή ( )1 modqq p′ ≡ . 

 

  Για την αµφιχειρία ρητών κόµβων έχουµε το παρακάτω θεώρηµα: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.2.  (Siebenmann)  Ένας ρητός κόµβος, που αναπαρίσταται από έναν 

ρητό 
p

q
 είναι αµφίχειρας αν και µόνο αν ( ) ( )2 1 modq p≡ − . 

 

  Στο άρθρο “A simple topological method for describing stereoisomers of DNA 

catenanes and knots” των J.H. White και N.R. Cozzarelli (1984) παρατίθενται όλα τα 

πιθανά στερεοϊσοµερή ενός υπερελικωµένου µορίου DNA και γίνεται ταξινόµηση 

αυτών χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.1. 

 

 

5.3 ΥΠΕΡΕΛΙΚΩΣΗ ΤΟΥ DNA 

 

  Η ύπαρξη 10,5  ζευγών βάσεων σε µία πλήρη στροφή της διπλής έλικας ενός 

γραµµικού µορίου DNA προκαλεί τη µικρότερη δυνατή τάση στην διπλή έλικα. Αν 

ενώσουµε τα δύο άκρα του µορίου, τότε προκύπτει ένα κυκλικό µόριο DNA, το οποίο 

εξακολουθεί να έχει 10,5  ζεύγη βάσεων σε κάθε βήµα της έλικας. Η µορφή αυτή 

καλείται χαλαρωµένη µορφή (relaxed state) του µορίου DNA. 

 

  Αν όµως κρατήσουµε αρχικά σταθερά το γραµµικό µόριο DNA από το ένα του 

άκρο, το ξετυλίξουµε από το άλλο του άκρο και µετά ενώσουµε τις έλικες µε 

φωσφοδιερστερικούς δεσµούς, τότε προκαλούµε τάση στο κυκλικό µόριο που θα 

προκύψει, η οποία έχει ως αποτέλεσµα η διπλή έλικα του DNA να συστρέφεται, 

δηλαδή ο άξονας της διπλής έλικας να στρεβλώνεται ελικωτά. Σε αυτή τη µορφή λέµε 

ότι το µόριο DNA είναι υπερελικωµένο και το φαινόµενο το χαρακτηρίζουµε µε τον 

όρο υπερελίκωση (supercoiling), βλέπε Σχήµα 5.9. Το µόριο DNA υπερελικώνεται µε 

φυσικό τρόπο, όταν τυλίγεται γύρω από ένα µόριο πρωτεΐνης ή όταν δράση σε αυτό 

κάποιο ένζυµο. 

 

       
 

Σχήµα 5.9  Χαλαρωµένο και υπερελικωµένο κλειστό µόριο DNA 
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  Ο κύριος λόγος που συµβαίνει το φαινόµενο της υπερελίκωσης στο µόριο του DNA 

είναι γιατί µε αυτόν τον τρόπο γίνεται πιο συµπαγές και καταλαµβάνει λιγότερο χώρο. 

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να µπορεί πιο εύκολα να αποθηκευτεί στα κύτταρα των 

ζωντανών οργανισµών. Όπως αναφέραµε και παραπάνω, τα µη υπερελικωµένα µόρια 

DNA έχουν πολύ µεγάλο µήκος. Για παράδειγµα, τα ανθρώπινα γονίδια περιλαµβάνουν 

περίπου 93 10×  ζευγάρια βάσεων. Γίνεται λοιπόν σαφές, ότι θα ήταν σχεδόν αδύνατον το 

µόριο µη υπερελικωµένου DNA να αποθηκευτεί σε ένα κύτταρο. Όταν το φαινόµενο της 

υπερελίκωσης παρατηρήθηκε για πρώτη φορά θεωρήθηκε ότι είναι χαρακτηριστικό των 

µικρών διπλών κυκλικών DNA και µερικοί µάλιστα το χαρακτήρισαν ως τεχνητής 

προελεύσεως. Σήµερα πιστεύουµε ότι η διαδικασία αυτή έχει πολύ µεγάλη σηµασία και 

είναι χαρακτηριστική για όλα τα µόρια του DNA, όχι µόνο τα κυκλικά αλλά και τα 

γραµµικά, όταν τα άκρα των τελευταίων είναι καθηλωµένα. 

 

 

5.4 Η ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗ 
 

  Κλείνουµε µε τη θεµελιώδη εξίσωση του DNA, η οποία αποδεικνύει ότι το µόριο 

του DNA δεν είναι ούτε τελείως εύκαµπτο, αλλά ούτε τελείως άκαµπτο. Η γεωµετρία 

του οφείλεται στην ακαµπτότητα των βάσεων, ενώ η τοπολογία του οφείλεται στο 

µεγάλο µήκος του µορίου.  

  Η υπερελίκωση ενός κυκλικού DNA µπορεί να περιγραφεί µε τη βοήθεια του 

αριθµού συνέλιξης Lk , που δηλώνει πόσες φορές οι δύο έλικες του DNA 

διαπλέκονται στο χώρο. ∆ίνουµε προσανατολισµό στο γράφηµα του κλειστού 

κυκλικού µορίου DNA, ο οποίος επάγει παράλληλο προσανατολισµό στις δύο έλικες 

του µορίου και στον κεντρικό άξονα κατά φυσιολογικό τρόπο, και στη συνέχεια 

προβάλλουµε τις δύο έλικες στο επίπεδο. Στο Σχήµα 5.10 παρουσιάζονται τα είδη 

των διασταυρώσεων που εµφανίζονται στο µόριο. Σε ένα DNA σχεδιασµένο σε ένα 

επίπεδο ο αριθµός συνέλιξης υπολογίζεται από το άθροισµα των διασταυρώσεων της 

µιας έλικας µε την άλλη: 

 

1
(  )

2
Lk ό ώαριθµ ς διασταυρ σεων= ∑  

 

 

 (-1)   (+1) 

 

Σχήµα 5.10  Είδη διασταυρώσεων 

 

 

  Ο αριθµός συνέλιξης αποτελεί τοπολογική αναλλοίωτη κρίκων, και εποµένως δεν 

µεταβάλλεται ανεξάρτητα από την παραµόρφωση του µορίου αυτού. Για να αλλάξει, 

θα πρέπει να κοπεί η µία έλικα του DNA, να περιστραφεί γύρω από την άλλη και 
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µετά να ενωθούν τα δύο άκρα ξανά. Το κυκλικό DNA που παράγεται έτσι θα έχει 

διαφορετικό αριθµός συνέλιξης. Όπως είδαµε παραπάνω, οι προσανατολισµοί των 

δύο ελίκων DNA έχουν παράλληλες κατευθύνσεις και εποµένως όλες οι 

διασταυρώσεις σε µία δεξιόστροφη διπλή έλικα θα είναι θετικές, και άρα ο αριθµός 

συνέλιξης θα είναι θετικός αριθµός, ενώ σε µία αριστερόστροφη οι διασταυρώσεις 

είναι αρνητικές, και εποµένως ο αριθµός συνέλιξης θα είναι αρνητικός αριθµός.. Σε 

ένα χαλαρωµένο κυκλικό DNA το βήµα της έλικας περιέχει 10,5 ζεύγη βάσεων και 

εποµένως ένα µόριο (µε δεξιόστροφη διπλή έλικα) που περιέχει 1050  ζεύγη βάσεων 

θα έχει αριθµό συνέλιξης ίσο µε 100 . Αν όµως ο αριθµός συνέλιξης ενός 

χαλαρωµένου µορίου DNA δεν διαιρείται τέλεια µε τον αριθµό 10,5 , τότε τα άκρα 

του µορίου περιστρέφονται ώστε να ευθυγραµµιστούν και να είναι εφικτή η ένωση 

µεταξύ τους. 

  Σε ένα χαλαρωµένο λοιπόν µόριο DNA, µε N  το πλήθος ζεύγη βάσεων, ο αριθµός 

συνέλιξης, 0Lk , είναι ίσος µε τον κοντινότερο ακέραιο αριθµό της τιµής 
10,5

N . Αν 

ο αριθµός συνέλιξης είναι µικρότερος από την τιµή αυτή, τότε το DNA είναι 

αρνητικά υπερελικωµένο, ενώ αν είναι µεγαλύτερο από την τιµή αυτή, τότε το DNA 

είναι θετικά υπερελικωµένο. Η διαφορά 0L Lk Lk∆ = −  προκύπτει από τον αριθµό 

των στροφών που έχουν αφαιρεθεί ή εισαχθεί στο µόριο. 

 

  Όταν το µόριο του DNA είναι αρνητικά υπερελικωµένο, 0L∆ <  (Σχήµα 5.11), τότε: 

 

1. Παρουσιάζει λιγότερες στροφές από τις αναµενόµενες. 

2. Έχει περισσότερα ζεύγη βάσεων ανά στροφή (π.χ. 11 bp / turn). 

3. Έχει µειωµένη γωνία µεταξύ των γειτονικών ζευγών βάσεων (π.χ. 20o ). 

4. Έχει δεξιόστροφη υπερελίκωση. 

5. Μπορεί να επανέλθει σε κατάσταση χαλαρώσεως µέσω των Topo I ή της 

γυράσης. 

 

 
 

Σχήµα 5.11  Αρνητική υπερελίκωση 

 

 

  Όταν το µόριο του DNA είναι θετικά υπερελικωµένο, 0L∆ >  (Σχήµα 5.12), 

τότε: 

 

1. Παρουσιάζει περισσότερες στροφές από τις αναµενόµενες. 

2. Έχει λιγότερα ζεύγη βάσεων ανά στροφή (π.χ. 9 bp / turn). 

3. Έχει αυξηµένη γωνία µεταξύ των γειτονικών ζευγών βάσεων (π.χ. 50o ). 

4. Έχει αριστερόστροφη υπερελίκωση. 

5. Μπορεί να επανέλθει σε κατάσταση χαλαρώσεως της γυράσης. 
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Σχήµα 5.12  Θετική υπερελίκωση 

 

 

  Η τάση που προκαλείται στο µόριο του DNA όταν η τιµή του αριθµού συνέλιξης 

είναι διαφορετική από αυτή της καταστάσεως χαλαρώσεως µπορεί να οδηγήσει: 

 

1. Σε µεταβολή του βήµατος της έλικας του DNA χωρίς να επηρεαστεί ο άξονας 

της έλικας. Αυτή η µεταβολή µπορεί να κατανέµεται οµαλά σε όλο το µήκος 

του µορίου ή να παρατηρείται σε ορισµένες µόνο περιοχές και στην πιο 

ακραία περίπτωση, να παρατηρείται σε µία περιοχή του (τέλεια εκτύλιξη). 

2. Σε συστροφή του άξονα της έλικας χωρίς µεταβολής του βήµατός της. 

3. Σε συνδυασµό των δύο παραπάνω. 

 

  Κατά τη διάρκεια της αναπαραγωγής του κυττάρου θα πρέπει ο αριθµός συνέλιξης 

να γίνει µηδέν για να µπορέσει να αποχωριστεί η µία έλικα από την άλλη. Αυτή είναι 

η λειτουργία των ενζύµων Topo I, τα οποία καθ’ όλη τη διάρκεια της αναπαραγωγής 

αναλαµβάνουν να µειώνουν κατ’ απόλυτη τιµή τον αριθµό συνέλιξης, σε βήµατα των 

1 ή 2 κάθε φορά . 

 

  Ο James White (1969) απέδειξε ότι ο αριθµός συνέλιξης του DNA αποσυντίθεται σε 

δύο συνιστώσες, οι οποίες σχετίζονται µε τη γεωµετρία του µορίου και όχι µε την 

τοπολογία του. Η µία αφορά το τοπικό τύλιγµα της έλικας γύρω από τον κεντρικό της 

άξονα και η άλλη το γενικότερο σχήµα και τις διασταυρώσεις του κεντρικού άξονα 

στο χώρο. 

  

 Τη στρέβλωση του άξονα της έλικας στο χώρο περιγράφουµε µε τον αριθµό 

συστροφής Wr  (writhing number), τον οποίο ορίσαµε στο Κεφάλαιο 2. Στον 

υπολογισµό του αριθµού συστροφής µας ενδιαφέρει µόνο ο κεντρικός άξονας και άρα 

θεωρούµε όλο το µόριο σαν µία καµπύλη στο χώρο. Επιλέγουµε προσανατολισµό, 

προβάλλουµε την καµπύλη σε ένα τυχαίο επίπεδο E  και υπολογίζουµε τον αριθµό 

συστροφής  της προβολής: 

 

( ) (  )Wr E ό ώαριθµ ς διασταυρ σεων=∑  

 

  Γνωρίζουµε ότι ο αριθµός συστροφής δεν αποτελεί τοπολογική αναλλοίωτη, όπως ο 

αριθµός συνέλιξης. Η τιµή του αριθµού συστροφής εξαρτάται από το επίπεδο E  που 

έχουµε επιλέξει για να κάνουµε την προβολή, και γι’ αυτό ορίζουµε ως Wr  το µέσο 

αριθµό συστροφής όλων των προβολών! Προφανώς, οι προβολές αυτές θα είναι 

άπειρες και άρα ο αριθµός συστροφής υπολογίζεται ως το παρακάτω ολοκλήρωµα, 

που δεν είναι γενικά ακέραιος αριθµός. 
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( ) ( )_ _ _ _

4

signed crossover number dA signed crossover number dA
Wr

dA π
= =∫ ∫

∫
, αφού 

dA∫  είναι απλά η επιφάνεια της σφαίρας. 

 

  Τέλος, σηµειώνουµε ότι στην κατάσταση ηρεµίας του DNA είναι Wr = 0 . 

 

   Το βήµα της έλικας περιγράφουµε µε τον αριθµό περιέλιξης Tw  (twisting number), 

που δηλώνει πόσες φορές η µία έλικα του DNA στρέφεται γύρω από την άλλη. Ο 

αριθµός αυτός ορίζεται στην κατάσταση χαλαρώσεως του DNA φυσιολογικά ως το 

πηλίκο του αριθµού των βάσεων δια 10,5. ∆ηλώνει δηλαδή τον αριθµό των βάσεων 

σε κάθε στροφή της έλικας, και όπως είδαµε και παραπάνω ισούται µε τον αριθµό 

συνέλιξης στη κατάσταση χαλαρώσεως του µορίου. Αν ο αριθµός αυτός είναι 

διαφορετικός, τότε έχουµε µεταβολή στο βήµα της έλικας του DNA. 

 

  Ο αριθµός περιέλιξης γενικά δεν είναι ακέραιος αριθµός και όπως και ο αριθµός 

συστροφής, δεν είναι τοπολογικό χαρακτηριστικό του DNA παρά µόνο γεωµετρικό 

(είναι δηλαδή ένα τοπικό «µέτρο» και αλλάζει σε τυχούσες µεταβολές του DNA). 

  

  Το 1969 λοιπόν, ο White απέδειξε ότι οι αριθµοί συστροφής, συνέλιξης και 

περιέλιξης συνδέονται µε τη παρακάτω σχέση, η οποία είναι γνωστή ως η θεµελιώδης 

εξίσωση του DNA:  

 

Lk Tw Wr= +  

 

  Ας φανταστούµε, για παράδειγµα, ένα κυκλικό DNA σε κατάσταση χαλαρώσεως µε 

1000  ζεύγη βάσεων (1000  bp) και ας υποθέσουµε ότι σε κάθε στροφή του DNA 

υπάρχουν 10  ζεύγη βάσεων (10  bp), δηλαδή το DNA περιέχει 100  στροφές, όπως 

φαίνεται και στο Σχήµα 5.13. 

 

 
 

Σχήµα 5.13  Ένα κυκλικό DNA σε κατάσταση χαλαρώσεως µε 1000  ζεύγη βάσεων 

 

 

  Όπως αναφέραµε παραπάνω, θα είναι 0 100Lk =  και θα ισχύει ότι  Lk Wr Tw= + . 

Όταν το µόριο του DNA είναι σε χαλαρωµένη µορφή, ισχύει ότι 0Wr = και άρα 

0 0 100Lk Tw= + = . Ας αφαιρέσουµε 20  στροφές από το µόριο του DNA (κόβοντας 

τη µία έλικα και απελευθερώνοντάς τη). Υπάρχουν πλέον 80  στροφές στο µόριο και 

άρα 80Lk =  και 80Lk Wr Tw= = + . Αν υποθέσουµε ότι ο κεντρικός άξονας δεν 
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στρεβλώνει στο χώρο, ότι δηλαδή 0Wr = . Τότε: 80 0Tw= + . Ο αριθµός περιέλιξης 

είναι ίσος µε 80  και γι’ αυτό ο βαθµός της έλικας αλλάζει από 10  bp σε 

1000
12,5 /

80
bp ήστροφ= . 

  Ας κρατήσουµε τώρα τον αριθµό περιέλιξης σταθερό (1000  στροφές, 10  bp / 

στροφή) και ας θεωρήσουµε ότι η αρνητική υπερελίκωση επηρεάζει εξ’ ολοκλήρου 

τον αριθµό συστροφής. Τότε: 80 100 80 100 20Lk Wr Wr Wr= = + ⇒ = − ⇒ = − , ή 

αλλιώς ο κεντρικός άξονας στριφογυρίζει γύρω από τον εαυτό του 20  φορές. Αν 

επαναλάβουµε τη παραπάνω διαδικασία προσθέτοντας αυτή τη φορά 20  στροφές, 

τότε θα καταλήγαµε σε θετική υπερελίκωση. 

 

  Στα Σχήµατα 5.14 και 5.15 φαίνεται η σχέση µεταξύ των αριθµών περιέλιξης και 

συστροφής σε κυκλικό και γραµµικό µόριο DNA αντίστοιχα. 

 

 

 
 

Σχήµα 5.14  Οι αριθµοί περιέλιξης και συστροφής σε κυκλικό µόριο DNA 
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Σχήµα 5.15  Οι αριθµοί περιέλιξης και συστροφής σε γραµµικό µόριο DNA 

 

 

ΒΑΘΜΟΙ ΥΠΕΡΕΛΙΚΩΣΗΣ ΤΟΥ DNA 

  Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο διαφορετικού µεγέθους µόρια DNA και ας 

προσθέσουµε ή ας αφαιρέσουµε τον ίδιο αριθµό στροφών και στα δύο µόρια. Τότε 

προφανώς το µικρό µόριο DNA είναι πιο «ευαίσθητο» από το µεγάλο στην 

διαδικασία αυτή. Αυτό µας οδηγεί στο να ορίσουµε τη σχετική διαφορά του Lk 

(specific linking differenc / superhelical density) ως 
0

Lk

Lk
σ

∆
= , η τιµή της οποίας 

εξαρτάται από το µέγεθος του µορίου. Η σ  αντιπροσωπεύει τον αριθµό των στροφών 

που προστέθηκαν ή αφαιρέθηκαν συναρτήσει του συνολικού αριθµού των στροφών 

σε κατάσταση χαλαρώσεως, υποδηλώνοντας τον βαθµό υπερελίκωσης του µορίου. Η 

σ  είναι θετική όταν το µόριο του DNA είναι θετικά υπερελικωµένο και αρνητική 

όταν το µόριο του DNA είναι αρνητικά υπερελικωµένο. Έχει βρεθεί ακόµα ότι για το 

DNA οργανισµών που ζουν σε θερµοκρασίες κοντά στους 37o , ισχύει ότι  

0.06σ ≈ − , ενώ γενικότερα σε αποµονωµένα φυσιολογικά µόρια DNA είναι 

0.05 0.07σ− ≤ ≤ − . 

  Με ανάλογο τρόπο, όπως εκείνον που ορίσαµε το Lk∆ , ορίζουµε τα µεγέθη  

0 0Tw Lk= , και 0 0Wr = , που εκφράζουν τα Tw  και Wr  σε κατάσταση ηρεµίας 

αντίστοιχα, καθώς και τα  0Tw Tw Tw∆ = −  και 0Wr Wr Wr∆ = − . Η θεµελιώδης 

λοιπόν εξίσωση του DNA έχει µία νέα µορφή:  Lk Tw Wr∆ = ∆ +∆ . 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ΠΑΝΩ ΣΤΗ ΝΕΑ ΜΟΡΦΗ ΤΗΣ ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΟΥΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ 

1. Όπως αναφέραµε, ο αριθµός συνέλιξης είναι µια τοπολογική ιδιότητα του 

DNA και δεν αλλάζει, ανεξάρτητα από το αν προσθέτουµε ή αφαιρούµε 

στροφές στο µόριο του DNA. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να έχουµε 0Lk∆ =  

και άρα: 0   Lk Tw Wr Tw Wr= ∆ = ∆ +∆ ⇒ ∆ = −∆ . 

2. Οι Boles, White και Cozzarelli το 1990 έδειξαν πειραµατικά ότι  2.57
Wr

Tw

∆
≅

∆
 

σε όλα σχεδόν τα µόρια DNA και µε αρκετά µεγάλη ακρίβεια. Έπεται τώρα 

ότι: 2.57  2.57
Wr

Wr Tw
Tw

∆
≅ ⇒ ∆ ≅ ∆

∆
 και αν το εφαρµόσουµε στη θεµελιώδη 

εξίσωση έχουµε: 

1
2.57   3.57    

3.57
Lk Tw Tw Lk Tw Tw Lk∆ ≅ ∆ + ∆ ⇒ ∆ ≅ ∆ ⇒ ∆ ≅ ∆ ⇒  

0.28Tw Lk∆ ≅ ∆  και 

3.57 2.57
     

2.57 2.57 3.57

Wr
Lk Wr Lk Wr Wr Lk

∆
∆ ≅ + ∆ ⇒ ∆ ≅ ∆ ⇒ ∆ ≅ ∆ ⇒

0.72Wr Lk∆ ≅ ∆ . 

  Από τα παραπάνω γίνεται σαφές ότι, αν προσθαφαιρέσουµε στροφές στο µόριο του 

DNA, αυτό θα έχει µεγαλύτερη επίδραση στον αριθµό συστροφής παρά στον αριθµό 

περιέλιξης. 

  Εργαστηριακές τεχνικές για την µέτρηση της υπερελίκωσης στο µόριο του DNA 

περιλαµβάνουν και την κίνηση κλειστών και κυκλικών µορίων DNA µέσα από µια 

πλάκα γέλης, στης οποίας τα δύο άκρα εφαρµόζουµε διαφορά δυναµικού (στην 

παρακάτω περίπτωση από αριστερά προς τα δεξιά). 

 
 

Σχήµα 5.16  Ηλεκτροφόρηση 

 

  Επειδή τα περισσότερο υπερελικωµένα µόρια DNA είναι πιο συµπαγή, κινούνται 

γρηγορότερα µέσα στη γέλη και αυτό έχει ως αποτέλεσµα να δηµιουργούνται οµάδες 

µορίων DNA που έχουν τον ίδιο αριθµό συνέλιξης, ενώ οι αριθµοί συνέλιξης 

γειτονικών οµάδων διαφέρουν κατά 1. Η µέθοδος που περιγράψαµε καλείται 

ηλεκτροφόρηση. 
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